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W SPRAWIE INTUICYJNEJ INTERPRETACJI
LOGIKI TROJWARTOSCIOWEJ LUKASIEWICZA

1. Intuicyjng interpretacje zbudowanego przez siebie tréjwartosciowe-
go rachunku zdan omawial Lukasiewicz w artykule (1), a nastepnie ob-
szerniej w artykule (4), opublikowanym po jego smierci. Nawiazujac do
interpretacji Lukasiewicza podanej w (4) J. Stupecki w artykule (7) po-
dejmuje probe jej dokladniejszego usystematyzowania, polegajaca na sfor-
mulowaniu pewnych zalozen dotyczacych zdarzen, relacji opisywania zda=
rzen przez zdania i zwiazku przyczynowego, a nastepnie na udowodnieniu
na podstawie tych zalozen i odpowiednich definicji twierdzen o zwigzkach
podanych w tabelkach funktoréw tréjwartosciowego rachunku zdat tfu-
kasiewicza.

W (7) uzywa sie zmiennych f, f;, f, jako zmiennych przebiegajgcych
zbiér wszystkich zdarzen, zmiennej g jako zmiennej przebiegajacej zbidr
wszystkich zdarzen minionych lub, z chwili obecnej, wyrazenia ,,p % £
jako wyrazenia stwierdzajacego, ze zdanie ,,p” opisuje zdarzenie'f, wyTra-
zenia ,,f +» ;7 jako wyrazenia stwierdzajgcego, ze zdarzenie f jest przy-
¢zyng zdarzenia f;, a znakow: +, -, * jako znakéw sumy, iloczynu i dopet-
nienia zdarzen. i

Za pomoca tych oznaczen zapisuje sic zalozenia:
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9. (f],:f?,) A (Il = f) et (fg Lre I)
10 Vg = I-5)=V/(g = DA Vg 1)
g 5 g

Zalozenie 8 stwierdza, ze jesli zdarzenie f; jest przyczyng zdarzenia f,
1o réwniez iloczyn zdarzenia f; i dowolnego zdarzenia f. jest przyczyng
zdarzenia f. Ot6z nalezy stwierdzi¢, ze zalozenie 8 budz. powazne watpli-
wosci. Konsekwencjg zalozenia 8 jest bowiem wyrazenie:

2) e B s (s anf i

A wiec z 8 wynika, ze zdarzenie niemozliwe jest przyczyna dowolnego
zdarzenia majgcego jakas przyczyne:

Konsekwencja taka jest nie do przyjecia, a wigc i zalozenie 8 nalezy
odrzucié.

W (7) w zwigzku ze wzorem 8 zauwaza sig, ze Lukasiewicz rozumie
stosunek przyczynowy jako stosunek konieczny: po przyczynie skutek na-
stepuje ,niezawodnie”.

Odrzucajac 8 mozna by to ostatnie zdanie zapisa¢ nastepujaco:

b) (P f) A (P ) — [(f; > ) = (py — p)]
7 b wynika:
¢) (Pikf) A Pk ) A (PX D) — [(fy 1) — (p1A P2 — D)]

Wyrazenie b mozna odeczytaé jako wyrazenie stwierdzajace, ze jeSli f,
jest przyczyna f, to jesli istnieje fj, fo istnieje f. Wyrazenie b mozna tra-
ktowaé jako nie budzgce zastrzezen.natury intuicyjnej ujecie za pomoca
formalizmu wprowadzonego w '(7) stwierdzenia, ze ,,po przyczynie naste-
puje niezawodnie skutek”.

Jednakze w dowodach podanych w (7) wyrazenie b nie moze zastgpi¢
zalozenia 8.

Zatozenie 8 jest wykorzystane w {7) tylko do dowodu wzoru '

11 \g/(g Hf'fﬂz\é(g = ) A \k/(q > 1),

mianowicie do dowodu implikacji odwrotnej odpowiadajgcej rownowaz-
nosei 11.

Wydaje sie, ze 11 nie budzi tych zastrzezen natury intuicyjnej co 8.
Nasuwa sie wiec mysl, zeby zamiast 8 przyjaé 11 jako jedno z zalozen do-

1 Zwrbécit na to uwage mgr Toshiharu Waragai na seminarium z logiki prowa-
dzonym przeze mnie w r. 1975/76,
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wodéw podanych w (7). Trzeba jednak odeprzeé¢ watpliwo$é, czy 11 nie
jest rownowazne z 8 na gruncie pozostaltych zalozen. Ot6z mozna wykazaé
metodg interpretacji, ze 8 nie daje sie wyprowadzi¢ z 11 i pozostatych za-
fozen. Traktujgc mianowicie zmienne f, f;, f5, g jako zmienne zdaniowe
i interpretujac znaki: +, =, +, -, , %, A, K, N odpowiednio jako znaki:
A,=V,A, ~, =V, A, ~ olrzymujemy z zalozen 1-7, 9, 11 tezy kla-
sycznego rachunku zdan z kwantyfikatorami, a z 8 wyrazenie falszywe
tego rachunku. A wiec wyrazenie 8 nie jest konsekwencja wyrazen 1-7,
91 Y

2. W dyskusji nad referatem XIukasiewicza na zjezdzie w Zirichu
w 1938 r. (por. (2)) padaly krytyczne uwagi w zwigzku z sensem intuicyj-
nym implikacji tréjwartosciowej. W (7) z przyjetych zalozen i odpowied-
nich definicji wyprowadza sie tabelki dla modalnych funktoréw mozli-
wosci (M) 1 koniecznosei (L). Implikacja trojwartosciowa Lukasiewicza mo-
ze by¢ zdefiniowana za pomoca funktorow A, N, K, M. W (8} wpro-
wadza sie implikacje zdefiniowana za pomoca A, N, L o tabelce:
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System z (8) jest réwnowazny z implikacyjno-negacyjnym tréjwartoscio-
wym systemem Lukasiewicza. W ten sposéb unika sig¢ kwestii zwigzanych
Z sensem intuicyjnym implikacji tréjwartosciowe].

Czy wobec tego problem intuicyjnej interpretacji logiki tréjwartoscio-
wej Lukasiewicza mozna uwazaé¢ za wyczerpany?

W problemie tym nalezy odrézni¢ dwa zagadnienia:
1, Zagadnienie wyprowadzenia tabelek funktoréw trojwartosciowej logiki
Tukasiewicza z dokladnie sformulowanych zalozen odpowiadajgcych in-
tencjom Lukasiewicza.
2. Zagadnienie, czy uzyskany w ten sposéb system nie budzi powaznych
zastrzezen natury intuicyjnej.

‘Wydaje sig, ze wywody zawarte w {7), z modyTfikacjg oméwiong w p. 1,
stanowig rozwiazanie pierwszego z tych zagadnien.

Nie wynika jednak z tego, ze mozna da¢ twierdzgca odpowiedz na dru-
gie pytanie.

Najpowazniejszy .argument za negatywna odpowiedzia na to pytanie
przytoczyl moim zdaniem A. N. Prior w {5), s. 135.
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Mianowicie w tréjwartosciowej logice Lukasiewicza koniunkcja dwoch
zdan o trzeciej wartosci logicznej ma trzeciag warto$¢ logiczna réwniez
w przypadku, gdy jedno z nich jest negacjg drugiego. Jesli zdanie ,,Jutro
bedzie bitwa morska” ma trzecia warto$¢ logiczna, to i jego negacja ma
tez trzecia wartos¢ logiczna, a wiec i ich koniunkcja mialaby tez trzecig
warto$¢ logiczng. Wydaje sie to niezgodne z intuicjg sklaniajgca nas do
przyjecia, ze koniunkcja ,,Jutro bedzie bitwa morska i jutro nie bedzie
bitwy morskiej” jest po prostu falszywa.

Argument ten wydaje sie nie do odparcia.

Uzupelniajgc argumentacje Priora zauwazymy, ze w logice trojwarte-
$ciowej Lukasiewicza mamy:
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A wiec w logice tej wyrazenia KM p M N p, M K p N p dla tej samej
warfosci zmiennej majg te same wartosci. Tezg tej logiki jest wiec impli-
kacja

d CKMpMNpMKpNp
i ogdlniej, tezg jest kazde wyrazenie
e FKMpMNpMKpN p,

gdzie ,,F” jest jakim§ funktorem implikacji lub réwnowaznosci spetniaja-
cym warunki: F11=1, F00=1, Flw=1 —» w=1, a wiec np. funktorem im-
plikacji z (8) lub nawet implikacji zdefiniowanej wyrazeniem N K p N q.

Mozna tez sprawdzi¢, ze takze wyrazenia K M p M q, M K p q dla tych
samych ukladéw wartosci logicznych zmiennych przyjmuja te same war-
tosei w logice tréojwartosciowej Lukasiewicza, a wiec teza tej logiki jest
wyrazenie:

) CKMpMgqMKpqg
lub ogdlniej:
g) FKMpMgqMKpq

Teza d jest podstawieniem tezy f, teza e — podstawieniem tezy g.
Otéz wyrazenia d, f wydaja sie nie do przyjecia, je$li przyjmujemy
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istnienie zdan o trzeciej wartosci logicznej, a przy tym koniunkcje takich
dwoch zdan sprzecznych uwazamy za falszywa. Nie sa tez one tezami
w zadnym z systemoéow Lewisa, Feysa czy von Wrighta. Wprawdzie Luka-
siewicz w (3) probuje poda¢ argumenty przemawiajace za przyjeciem wy-
razenia f jako tezy, ale argumentacja ta nie jest przekonujaca.

Jesli koniunkcje dwoch zdan sprzecznych uwazamy za falszywa, to
trzeba przyjacé, ze alternatywa A p N p — jako réwnowazna wyrazeniu
N K N p NN p — jest prawdziwa rowniez wtedy, gdy jej czlony maja
trzecia wartos¢ logiczng. Jest to zgodne ze stanowiskiem Arystotelesa,
ktory uwazal alternatywe ,,Jutro bedzie bitwa morska albo jutro nie be-
dzie bitwy morskiej” za prawdziwa, mimo Ze jej czlony maja trzecig war-
tosé logiczng .

3. Powstaje pytanie, jak mozna by zmodyfikowaé¢ pewne zatozenia uje-
te w (7), by uwzglednié¢ uwagi podane w p. 2, i jaki system otrzymamy
w wyniku takiej modyfikacji.

W (7) w dowcdach twierdzen o zwiazkach charakteryzujacych tabelki
funktoréw logiki trojwartosciowej oprocz wymienionych powyzej zalozen
wykorzystuje sie zalozenia dotyczace zdarzen i definicje Df. 1-3, 12-15.

Pojecie zdarzenia jest rozumiane w (7) w ten sposob, ze jesli f jest zda-
rzeniem, to £+ 1 i £+1f" sg zdarzeniami. Pierwsze z nich zwyklo sig nazy-
wac zdarzeniem niemozliwym, drugie koniecznym.

Aby uzyskaé wniosek, ze koniunkcja K p N p ma wartos¢ 0, zas alter-
natywa A p N p ma wartos¢ 1 rowniez wtedy, gdy ich czlony nie maja ani
wartosci 1, ani 0, wystarczy zmodyfikowa¢ Df.1 w nastgpujacy sposob:

DL 1. D=V (=ft)v \g/(g'*?f)

#tad na podstawie dwéch praw algebry Boole’a przyjetych w (7) otrzymu-
jemy: '
D=V =1 -f)v VY E =1
' g
W pozostalych definicjach wystepujacych w {7) symbol ,,D” bedzie ro-
zumiany w sensie ustalonym w Dif.1". Wtedy w my$l Df.3 i Df.4:

(pX%f) —[1 (P)E\\/(f-f f1+f1')v\g/ (g 1)l

(pkf) = [0 )=V (t=1, f,)v \g/(g > )]

f, ’
A wiec zdanie ma wartose 1, gdy zdarzenie opisywane przez to zdanie jest
suma dwoch zdarzen sprzecznych lub gdy istnieje przyczyna tego zdarze-
nia. Zdanie ma wartos¢ 0, gdy zdarzenie opisywane przez to zdanie jest

2 Por, Arystoteles, Kategorie. Hermeneutyka. Warszawa 1975 s. 65,

3 — Roezniki Filazoficzne
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niemozliwe (jest iloczynem dwoéch zdarzen sprzecznych) lub istnieje przy-
czyna zdarzenia sprzecznego z nim.

Dopuszezamy przy tym przypadek, ze istniejg takie zdania, ktore nie
maja ani wartosci 1, ani 0 i ktorych koniunkcja tez nie ma ani wartoscei 1,
ani 0, np. zdania: Za rok o tej porze bede w Warszawie. Za rok o tej porze
bede w teatrze.

Z Df.1’, Df.2-4 wynika, ze zdanie nie ma ani wartosci 1, ani 0, gdy

zdarzenie f opisywane przez to zdanie spelnia warunek D(f), tj. gdy:
~VE=1+ 1A ~V(E=1 - £)A ~\/(g > DA N\{ P T
f, f, g A

Zdania opisujace takie zdarzenia dzielimy na dwie rozlaczne klasy
w nastepujgcy sposob: Jesli jakies zdanie nalezy do jednej z tych klas,
to jego negacja nalezy do drugiej. Koniunkcja dwéch zdan nalezgcych do
tej samej klasy nalezy do tej samej klasy. Koniunkcja dwéch zdan nale-
zgcych do réznych klas jest falszywa. Alternatywa dwoéch zdan nalezacych
do tej samej klasy nalezy do tej samej klasy. Alternatywa dwoéch zdan
nalezgcych do réznych klas jest prawdziwa. Przyjmiemy, ze zdania nale-
zace do jednej z tych klas majg wartos¢ 2, a zdania nalezace do drugiej
majg wartosé 3.

Przyjmujac zatem, ze koniunkcja dwéch zdan o wartosci roéznej od 1
i 0 moze mie¢ w pewnych przypadkach wartos¢ 0, a w innych wartos¢
rézng od 1 i 0, trzeba przyjaé, ze istniejg co najmniej dwie wartosci rézne
od 1 i 0. Dochodzimy wiec do potrzeby wprowadzenia czterech wartosci
logicznych.

Uzyjemy symbolu 4 dla oznaczania falszu, a symboli 2 i 3 dla oznacza-
nia wartosci logicznych réznych od prawdy i fatszu. Wtedy Df.2, Df.3,
12, 14 pozostaja bez zmiany, w Df.4, 13, 15 zastepujemy symbol 0 symbo-
lem 4, a zamiast Df.5 przyjmujemy warunki:

(%) — [2 (P)v3 (P)=D (D]

2 (p)=3 (N p)

2(P)A2 (p1) > 2 (Kpp)Aa2(App)

3 (A3 (p) > 3(Kpp)A3(App)
2(PA3(PIV3(PA2([E)—4(Kpp)Aal (App)

Na podstawie tych wzoréw i pozostalych zalozen otrzymujemy nastepu-
iaca matryce:

K|l 2 3 4|N|M|L V- G B ORI T ¢
) 0 1 TS A WAL e I = RO B L s P18 L o) ()|
b0 RO R Bl I IR 1 TR R 2 1 U el g, )
b R TR, 60 G (R 78 % N (¢ SN RS3
414 4 4 4]1]14]4 S0 8 WD AR |



INTUICYJNA INTERPRETACJA LOGIKI TROJWARTOSCIOWEJ 67

Matryca ta pokrywa sie z matryca, ktdrg podaje A. N. Prior w (6) na
s. 22. Podana jest tam pewna intuicyjna interpretacja tej matrycy. Dla
funktora C zdefiniowanego przez wyrazenie N K p N q otrzymujemy ta-
belke:

CRR N0 20d 3 (4
Lefrd 203 4
SRR 1T 303
Jeaal- 2.1 2
C S LI S A |

Rozwazana matryca sprawdza wszystkie tezy systemu S5. Nie spraw-
dza ani wyrazenia d, ktore dla p = 2 lub p = 3 przyjmuje wartosé 4, ani
wyrazenia f, ktore dla p =2, q = 3 lub dla p = 3, q = 2 przyjmuje war-
to§é 4. Matryca ta dla C i N pokrywa sie z matryca EL-fodalnego systemu
Lukasiewicza z (3). R6zni sie od tej ostatniej tabelkami dla funktoréw
modalnych. Rozwazang matryce dla funktoréw N, K, A, C mozna otrzy-
maé przez przemnozenie dwoch matryc dwuwartosciowych. Stad wynika,
ze sprawdza ona wszystkie (i tylko) tezy klasycznego rachunku zdan zapi-
sane przy pomocy tych funktorow.

Dla réwnowaznosci E p q, okreslonej przez wyrazenie K Cpq C q p,
otrzymujemy tabelke:

E{'l 213 4
8 1) o O U SR
212 1.4 '3
3(3 4 1 2
414 3 2 1

Dla p=3, q =4 wyrazenie C E pq EM p M q ma wartos¢ 3. Dla
pPp=1,q =2 wyrazenie C Ep q EL p L q ma wartos¢ 3. A wiec w sy-
stemie okreslonym przez rozwazang matryce funktory modalne M, L nie
sg ekstensjonalne.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze zachowujac koncepcje zdan
o wartosci réznej od 1 i 0 i uwzgledniajac uwagi podane w p. 2 trzeba od
logiki trojwartoSciowej przejs¢é do logiki co najmniej czterowartoSciowej,
a w wyniku rozwazanych modyfikacji otrzymujemy system istotnie rézny
od tréjwartosciowego systemu Eukasiewicza:
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ON THE INTUITIVE INTERPRETATION
OF LUKASIEWICZ’S THREE-VALUED LOGIC

Summary

Two questions dealing with the intuitive interpretation of Lukasiewicz’s three-
-valued logic are discussed in the paper. It is shown that one assumption used in
deriving the truth-tables for three-valued functors is not intuitive and can be re-
placed by a more intuitive assumption. The question is also discussed what system
we obtain if we assume that the conjunction of two contradictory propositions is false
and their alternation is true in the case when both propositions have a third logical
value.





