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TWIERDZENIE LINDENBAUMA
DLA KONSEKWENCJI DOWOLNEJ MOCY !

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:
Zbiér S jest dowolnym zbiorem wyrazen zdaniowych. Litera x oznacza
dowolne elementy zbioru S, litery A, B, C, X, Y, Z — jego podzbiory,
litery K, L. — zbiory jego podzbioréw, litery v, f}, v, § — liczby porzad-
kowe.

Funkcja konsekwencji, oznaczona symbolem ,,Cn”, i zbior S sg scha-
rakteryzowane przez aksjomaty:

Aa13< R, gdzie v jest jakas liczbg porzadkowa
A2 X EEnXES

AIXC Y sEnXECnY

A4 CnCnX C CnX

Mocg konsekweneji jest najmniejsza liczba kardynalna ¥, spelniajgca
warunek: /\ (CnXCUCnY )
YCxAT< N
A5 stwierdza, ze moca konsekwencji jest liczba 33, gdzie a jest jaka$
liczbg porzadkows. Z uwagi na okreslenie mocy konsekwencji moina
aksjomat ten zapisa¢ w postaci dwdch tez:

A5 CnX C |JCnY
YC‘(AY( R

/\/\ (CnX C UCn

— a << B)

§<_.

W artykule tym bedziemy korzysta¢ tylko z pierwszej z nich.
A1l stwierdza, ze S jest zbiorem dobrze uporzadkowanym. W przypad-
ku y = 0 otrzymujemy aksjomat zwyklej teorii konsekwencji. Potrzeba

3 Artykul ten jest fragmentem wiekszej pracy poswieconej wlasnosciom kon-
sekwencji dowolnej mocy. Aksjomatyczny teorie konsekwencji zbudowat A. Tarski
(Fundamentale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wzsscn.,chnflev ,Monats-
hefte flir Mathematik und Physik™ 37:1930).
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ogélniejszego ujecia jest motywowana tym, Ze obecnie rozpatruje sie
w teorii systeméw dedukceyjnych réwniez jezyki o nieprzeliczalnej liczbie
statych, a wigc i nieprzeliczalnej liczbie wyrazen zdaniowych. :

W przypadku a = 0 aksjomat A5 przechodzi w aksjomat o finitystycz-
nosci konsekwencji, Potrzeba ogélniejszego ujecia jest motywowana tym,
#e w logice rozpatruje sie rowniez reguly o nieskonczonej liczbie prze-
stanek (taka jest np. regula ). Konsekwencja wyznaczona przez takie
reguty nie jest finitystyczna. Jesli « = 1, to z A5 otrzymujemy aksjomat
¢ przeliczalnosci konsekwencji.

Zadaniem tego artykutu jest udowodnienie pewnego uogéinienia twier-
dzenia Lindenbauma (o maksymalizacji) dla konsekwencji dowolnej
mocy. Twierdzeniem tym jest T7, Twierdzenie Lindenbauma otrzymujemy
z T7 przyjmujac, ze a = 0.

Przyjmujemy definicje:

D1 XeSyst=CnXCX

D2 Y € Aeq (X)=CnX=CnY

D3 X € Nsp=X ¢ Aeq (S)

D4 X e Zpt= /} (xeCnXv Xy {x} ¢ Nsp)

W dowodach bedziemy korzysta¢ — bez zaznaczenia tego — z réznych
twierdzen algebry zbioréw i teorii mnogosci, m. in. z twierdzen:

Ne* Na=Na
K<,\,,/\/\ x<3\-+ux<.\\

XEK |
X<N0AXCUX—+ LCRAL<MAXCUX)

XeK XeL

Bedziemy tez korzysta¢ z podanych ponizej lematow wyprowadzalnych
z A2, A3 i definicji.

Ll XCYAYeNsp—»XeNsp
L2 X € Nsp=CnX € Nsp

Po kazdym twierdzeniu zostanie podany jego dowdd w sformalizowa-
nym zapisie zalozeniowym 2,

‘2 Por. J. Stupecki, L. Borkowski. Elementy logiki matematycznej i teorii
mnogosci, Warszawa 1963; L, Borkowski. Logika formalna, Warszawa 1970,
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T5 \/(X<}§ AX e Aeq (S) — [/\(XCAAX< N, > X € Nsp) —

— A € Nsp]

1 ¥(§< N, AX € Aeq (9)
2 /)}(XCAA§<3§“—>XeNsp)
3 A¢Nsp zd.n.
4 A€Aeq(S) D3, 3
5 A CAAR, < 8.AA EAeq(S) T4, 1, 4
6 A;¢Nsp D3, 5
7 A;eNsp 2.'5

Sprz. G= 7

T6 \/(Y< oy AXeAeq(S))A/\(LCKAL<\L~\/UXCY)A

YEK XeL

KCNsp— |J XgNsp
Xexr
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1 V(X<§* AX € Aeq(S))
2 /\(LCKAL<§~\V+V UXCY)pz

3 KCNsp
11 Y<RAYCUX zd.
XE&X
T L;CKATZ<}"“AYC:L‘J‘}E 1.1
1.3°Z eKA-&Je)f‘C Z, l 2012
14 ¥ CZ, 12 13
1.5 Z, € Nsp 3, 13
1.6 Y e Nsp 14, 1.5 L)
4 4\(?<}§“AYCLXJ€)}CC—>YeNsp) 11~ 16
U XeNsp TS5, 1, 4

T7 V(Z< N AZ e Aeq (S) — [XeNsp-—;-V(XCYA
¥  YeSystnNspnZpl)]

y(z < N.AZeAeq(S)
Z
X eNsp

1

2

3 (%) p<w, jest ciagiem wszystkich elementéw zbioru S Al
4 Definiujemy cigg zbiorow (Xp)p.‘.
a

b

X,=CnX
{ Cn(Xpw {3} gdy Xp U {xs) €Nsp
1 = Xa,
ﬁ+ <0)' Xﬁ 1 l XB gdy xﬂ ) Xﬁ} ¢Nsp
*c. P jest liczba graniczng A f <(°7"*Xﬁ";UpX6
<
oraz
d X*=U X,
B<uyg
HEN D@ A2
6 X,eNsp 4 L2

7 =~ Xp € Nsp — Xj,, € Nsp
8 LC{Xy:5< UXCXy)
A el

[ SR

1.1 B jest liczba granicznaaf <oy /z\<‘\;5 € Nsp z.d.

1.2 Xpe Nsp f AN (L
9 P jest liczba graniczna A B <@, —>Xg€Nsp  11-+1.2, ind. pozask.
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10 {Xp:p<w,} C Nsp

11 X *e&Nsp

12 {X3:8<<o,} CNsp

13 X * e Syst

2.0 X* U {x3) ENspaAfi <,

2.2 }i{; (W) (Xﬁ} (& NSP

2.3 X:;GX“,I

2.4 X};GX &

14 ﬁ (S {XB} GNSp —rX;;GX*)

3.1 x¢CnX*a <o,

3.2 }C“;¢X*

33 X* {x3) ¢ Nsp

15 A\ (xp¢ CnX* — X *  {x3} ¢ Nsp)

g<or,
16 X *eZpl
VXCY AYeSyst ~ Nsp ~ Zpl)

LINDENBAUM'S THEOREM
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FOR A CONSEQUENCE OF AN ARBITRARY POWER

Summary

The paper contains a proof of a generalization of Lindenbaum’s theorem (stating
thaf for each consistent set of expressions there exists a consistent, complete system
containing this set) for a consequence of an arbitrary power. The proof is carried out
in the axiomatic theory of consequence with suilably generalized axioms about the
power of consequence and the power of the set of significant expressions.





