ROCZNIKI FILOZOFICZNE
Tom XXVI. zeszyt 1 — 1978

LUDWIK BORKOWSKI

AKSJOMATYCZNA TEORIA KONSEKWENCJI
A WYNIKANIE LOGICZNE

W artykule tym zajmiemy si¢ dwoma zagadnieniami: (1) czy i w jakim
zakresie termin ,.Cn”, wystepujacy w aksjomatyczne] teorii konsekwencji !,
moze byc¢ interpretowany jako termin denotujacy wynikanie logiczne;
(2) w jaki Sposob. mozna rozszerzy¢ aksjomatyczng teorie konsekwenciji.
wzbogacajac ja o semantyczne pojecie wynikania logicznego.

§ 1. Przyjmujemy, ze S jest niepustym zbiorem zdan 2 zamknietym
ze wzgledu na operacje tworzenia negacji i implikacji, oraz ze zmienne
; przebiegaja zbior S, a zmienne X, Y, Z — zbior podzbiorow
zbioru S.
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Przy tych oznaczeniach aksjomatyczng teorie konsekwencji mozna
oprze¢ na aksjomatach 3:
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4 nosi nazwe aksjomatu o {initystycznosci konsekwencji.

e e e i - =
S O

1 Mowige w tym artykule o aksjomatycznej teorii konsekwencji mamy na mysli
aksjomatyczng teorie konsekwencji wyznaczonej przez klasyczny rachunek zdan.

2 Termin ,zdanie” jest uzywany w tym artykule w sensie szerszym dla oznacza-
nia zarowno zdan w sensie wezszym, jak i form zdaniowych.

3 Por. A. Tarski. Uber einige fundamentale Begriffe der Metamathematik.
»,Comptes Rendus de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie” 23:1930
s. 22-29,
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Litery M bedziemy uzywac dla oznaczania modelu dowolnej teorii ro-
zumianego jako uklad uporzadkowany (U, @). Zbior niepusty U stanowi
uniwersum modelu, @ — funkcje interpretujaca, tj. funkcje przyporzad-
kowujaca stalym pozalogicznym teorii przedmioly n-go rzedu (n = 0) o
bazie U. Przy tym przedmiotami O-go rzedu o bazie U sg elementy zbioru
U, przedmiotami n-ego rzedu o bazie U sa zbiory przedmiotow rzedow
mniejszych od n o bazie U, przy czyvm przynajmniej jeden z nich jest
przedmiotem n-I1-go rzedu o bazie U.

W mysl tego okreslenia mowiac o modelach teorii mamy na mysli
modele teorii dowolnego rzedu.

Ograniczamy sie jednak tylko do modeli niepustych, tj. do modeli o
niepustym uniwersum, z uwagi na zastosowanie wprowadzonego pojecia
w definicji wynikania logicznego.

Zakladajac znang definicje spelniania i prawdziwosci w modelu M,
oznaczymy symbolem ,.E (M)” zbior zdan prawdziwych w modelu M.

Symbolem ..WnX" oznaczymy zbior zdan wynikajacych logicznie ze
zdan zbioru X.

Ograniczajac sie do modeli o niepustym uniwersum mozna zdefiniowac
pojecie wynikania logicznego w nastepujacy sposob:

DI ae WnX= Q(XCE(M)—»ueE(M))

Zgodnie z uwaga dotyczgcg pojecia modelu okresla sie w D I pojecie
wynikania logicznego dla teorii dowolnego rzedu.

W dowodach twierdzen ustalajgcych niektore wilasnosci wynikania lo-
gicznego bedziemy korzystac z D 11 ze wzorow I, II, wynikajacych z ogol-
nie przyjmowanej definicji zbioru E (M).

I "~u«'eEM)=u ¢ E (M)
II "«—p eEM=ueEM)—feEM)

Twierdzenie I. W aksjomatach teorii konsekwencji, z pominie-
ciem aksjomatu o finitystycznosci konsekwencji. mozna termin ..Cn’ in-
terpretowac jako termin denotujacy wynikanie logiczne.

Dowod. Zgodnie z definicja D I (i przyjetymi oznaczeniami):
WnX C S. Udowodnimy twierdzenia, ktore otrzymujemy z aksjomatow
A 1-A 31 A 5-A 8 przez zastapienie terminu ,,Cn” przez termin ,,Wn".
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Twierdzenia T 1, T 2, T 4 T 5, T 6, T 9, T 12 otrzymuje sie odpo-
wiednio z aksjomatow A 1, A 2, A 3, A5, A6, A 7, A 8 przez zastgpie-

nie ,,Cn” przez ., Wn”, co dowodzi twierdzenie I.

Z twierdzenia I wynika, ze rowniez we wszystkich twierdzeniach teorii
konsekwencji udowodnionych wylgcznie na podstawie aksjomatow A 1-A
3., A 5-A 9 (a wiec we wszystkich twierdzeniach teorii konsekwencji udo-
wodnionych bez odwolywania sie do aksjomatu o finitystycznosci kon-
sekwencji) mozna termin ,,Cn” interpretowaé¢ jako termin denotujacy wy-

nikanie logiczne.

W aksjomatycznej teorii konsekwencji wprowadza si¢ m. in. nastepu-

jace definicje:

1 L= Cn@

X eSyst=CnX C X

X aeq Y=CnX=CnY

X e Nsp=CnX =£S

XeZpt=A (@eCnX v Cn(X y {u})=95)

XeNzl= A aogCn(X—{u})
2€X

v € EntX=¢eCnXvCn Xy {a})=S

lof o)l ol (oiis) (o))
g o Uk
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D 8 XeBzsY=XeNzlanXaeq¥Y
D9 «eCn'X=V BeCn lu)
feX
D 9 jest definicja funkcji odrzucania Cn~1.
Zastgpujac w D 1-D 9 termin ,,Cn” terminem .,Wn" otrzymujemy defi-
nicje analogicznych poje¢ zdefiniowanych przy pomocy pojecia wynikania

logicznego.
D 1" T=Wno
D 2° Xe WSyst=WnX C X
D 3 X Waeq Y=WnX=WnY
D 4 Xe&WNsp=WnX £ S
D 5 Xe WZpl= A(weWnX yWn (X o {u})=S)
D 6 XeWNzl=Aug¢Wn (X~ {u})
“6X
D 7 we WEntX=ue WnX v Wn (X U {u}))=S
D 8 XeWBzY=X¢e€ WNzl p X Waeq Y
D9 ueWn!X=V e Wn{u}

fex
Podczas gdy zbior L, zdefiniowany w D 1, jest zbiorem tez logicznych,
to zbior T, zdefiniowany w D 1’ jest zbiorem tautologii .logicznych. Z po-
danych definicji wynika
T 13 «eT= AueEM)
M

W mysl T 13 tautologie logiczne sg zdaniami prawdziwymi w kazdym
niepustym modelu.

Z twierdzenia 1 z uwagi na posta¢ definicji D 1'-D 9" otrzymujemy:
Twierdzenie II. W twierdzeniach teorii konsekwencji udowodnionych
na podstawie definicji D 1-D 9 i aksjomatow bez aksjomatu o finitystycz-
nosci konsekwencji mozna termin ,,Cn’’ interpretowac jako termin denotu-
jacy wynikanie logiczne, jesli terminy wprowadzone przez D 1-D 9 zastg-
pimy przez terminy wprowadzone przez D 1-D 9’

Twierdzenia I i II dajg odpowiedz na pytanie, w jakim zakresie termin
.,Crs” wystepujacy w aksjomatycznej teorii konsekwencji moze byc inter-
pretowany jako termin denotujgcy wynikanie logiczne.

Z definicji D 11 D 1" wynika
T 14 E (M)e WSyst

Zbior zdan prawdziwych w niepustym modelu jest systemem ze wzgle-
du na wynikanie logiczne.

W teorii systemow dedukcyjnych nieraz rozumie si¢ pojecie systemu
ogolniej w taki sposob, ze zarowno zbior tez systemu aksjomatycznego,
jak i zbior zdan prawdziwych w jakims modelu sg systemami. Pierwszy
jest systemem ze wzgledu na funkcje konsekwencji, drugi jest — w mysl
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T 14 — systemem ze wzgledu na wynikanie logiczne. Dla systemow w
tym sensie prawdziwe sg wszystkie tezy teorii konsekwencji. ktorych do-
tyczg twierdzenia I 1 II.

§ 2. Dla rozszerzenia aksjomatycznej teorii konsekwencji przez wzbo-
gacenie jej o pojecie wynikania logicznego dolaczamy do aksjomatow
A 1-A 9 wzory I, II jako A 10 i A 114 Oprocz definicji D 1-D 9 przyj-
mujemy definicje D I, D 1-D 9’. Przyjmujemy ponadto aksjomat:

A 12 Cn E(M)C E M)

Stwierdza on, ze konsekwencje zdan prawdziwych w niepustym mode-
lu M sa prawdziwe w M.

W mysl A 12 konsekwencja, o ktorej mowi sie w aksjomatycznej
teorii konsekwencji, jest wyznaczona przez reguly logiczne (dedukeyjne).
O pewnej adekwatnosci tej interpretacji swiadczy sposab definiowania
terminu ,.Cn” w systemie o terminach pierwotnych L i S. Definiuje sie
tam mianowicie CnX jako najmniejszy zbior zawierajacy zbior X o L
1 zamkniety ze wzgledu na odrywanie .

Z A 12 1 D 1 wynika, ze zbior E (M) jest systemem ze wzgledu na
funkcje konsekwenciji.

W tak rozszerzonej aksjomatyczne] teorii konsekwencji mozna dowo-
dzi¢ rozne twierdzenia ustalajgce zwigzki zachodzgace miedzy konsekwencja
a wynikaniem logicznym 1 pojeciami zdefiniowanymi odpowiednio przy
ich pomocy. Podamy tu przykladowo kilka takich twierdzen.

T 15 . CnX € WnX

1 welCnX Zi

1.1 X C E (M) z.d.

1.2 CnX C Cn E(M) A2 11

1.3 « € E (M) TSSO AR

2 (4\ (XCEM) —» aeE (M) 1 alr=s 1l
a€ WnX DY)

ZT 15 D1iD 1 wynika
16 V@

Kazda teza logiczna jest tautologig logiczng.

i Rozszerzenie tej teorii o wzor I i wzor leﬁ—]e EM)=ueE(M)vfe EM)),
gdzie M jest dowolnym modelem, zawiera praca A. W. Pogorzelskiego i J.
Slupeckiego (Dowod pelnosci klasycznego rachunku zdan na gruncie aksjomatycznej
metodologii. ., Acta Universitatis Wratislaviensis”. Seria B. 1962 nr 12 s, 11-18).

A. Tarski Grundzuge des Systemenkalkils. 1. ,Fundamenta Mathematicae”
25:1935 5. 503-526.
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Z T 15, T 1, T 4 wynika
T 17 CnWnX=WnX
ZA2iA 12 wynika
T 18 XCEM)—-CnXCEM
a stad
T 18a XCE(M)a udE(M)—agCnX
T 18a jest podstawg modelowej metody dowodow niezaleznosci. Dla
udowodnienia, ze a jest niezalezne od zdan zbioru X, tj. ze a ¢ CnX, wy-
starczy znalez¢ model, w ktorym prawdziwe sg wszystkie zdania zbioru X.
a zdanie a jest falszywe.
WSyst C Syst
X € WSyst —- CnX=WnX
X, Y e WSyst — (X aeq Y=X Waeq Y)
WNsp C Nsp
WNz| C Nzl
WZpt C Zpt
WEnt C Ent
Cn~1X C Wn~1X g
X@ S=E(M)y— CnidX & S—E (M)
Zbior S — E(M) jest zbiorem zdan falszywych w modelu M. T 27 stwier-
dza, ze zdania odrzucone na podstawie zdan falszywych w modelu M sg
zdaniami falszywymi w M.
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W dowodach twierdzen T 15-T 27 korzysta sie z A 12. Bez odwolywania
sie do tego aksjomatu, a tylko na podstawie DI i D 9" mozna udowodnié¢
T28XCS—EM)—>Wn1XCS— E(M)

T 28 stwierdza. ze zdania W-odrzucone na podstawie zdan falszywych
w modelu M sa falszywe w M.

Z definicji D I wynika, ze WnE (M) C E (M).

Z definicji DI i A 10 wynika, ze E (M) € WNsp.

Na podstawie A 10 i A 12 mozna udowodnic teze:

T 29 E(M)e Nsp

Na podstawie T 29 i T 18 dowodzi sie teze:
T.30 XCE (M) — CnX € Nsp

Teza T 30 jest podstawg modelowej metody dowodow niesprzecznosci
systemu aksjomatycznego, polegajgcej na znalezieniu modelu, w ktorym
prawdziwe sa wszystkie aksjomaty systemu. Stad — w mysl T 30 — wy-
nika, ze zbior tez tego systemu, tj. zbior konsekwencji jego aksjomatow,
jest niesprzeczny.
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ON THE AXIOMATIC THEORY OF CONSEQUENCE AND THE LOGICAL
CONSEQUENCE

Summary

It is considered in what extent the term ”Cn” occurring in the axiomatic
theory of consequence can be interpreted as a term denoting the logical conse-
quence. Two theorems giving the answer to this question are proved. An exten-
sion of the axiomatic theory of consequence containing the semantical notion of

the logical consequence is sketched.





