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ANALIZA MATEMATYCZNA KOMORKI PSZCZELEJ

Juz w starozytnosci greckiej i rzymskiej (Arystoteles, Pliniusz Starszy i inni)
wzbudzala podziw budowana przez pszczoly komoérka na midd. Plaster, w ktérym
pszczola ma gromadzié miéd, skilada sie z dwoch warstw komoérek — na pozér dosé
dziwnych ksztaltbw — polaczonych denkami nie bedgcymi plaszczyznami. Jedna
i druga warstwa jest tak zbudowana, ze pomiedzy Sciankami poszczegdlnych komo-
rek nie ma wolnych miejsc, a to $wiadczy o ekonomicznym wykorzystaniu miejsca
ograniczonego rozmiarami ramki.

Przy wyborze ksztaltu i rozmiaréw komorek pszczola realizuje nastepujace po-
stulaty: (1) zagospodarowaé¢ dany ,teren” ograniczony wielke$cia ramki w taki sposob,
azeby mozna bylo umiescié w nim maksymalng objetosé miodu, (2) zuzyé na ten cel
minimalng ilo$é tworzywa (wosku). Zbadajmy, jak pszczola realizuje swo6j program.

We wstepnej fazie rozwazan dla uproszczenia przyjmiemy, ze denko komoérki
jest plaskie. W tym przypadku komoérka ma ksztalt graniastostupa prawidlowego
o podstawie szesciokata foremnego. Budujac tego rodzaju pojemnik na miéd, pszczo-
ta eliminuje ewentualne przeswity miedzy komorkami. Przeswity takie wystapilyby,
gdyby graniastostupy zastapié np. walcami o tej samej wysokosci i tej samej po-
wierzchni podstawy (czyli o tej samej objetosci).

Juz Pitagoras odxryi, ze istnieja tylko trzy figury prawidlowe, ktére ,szczelnie”
do siebie przylegaja, a mianowicie: tréjkat, kwadrat i szesciokat foremny. Nasuwa
sie pytanie, dlaczego pszczola ,wybiera” — sposrod innych graniastostuéw — gra-
niastostup o podstawie szeSciokata foremnego. Czy przez to co$ zyskuje? Aby na te
pytania odpowiedzieé¢, zestawmy i poréwnajmy ze sobg obwody trzech figur geome-
trycznych o tym samym polu S: obw6d tréjkata rownobocznego (P - ), kwadratu (P )
i szeSciokata foremnego'(PO ). Prosty rachunek pokazuje, ze miediy wymienionymi
obwodami zachodzg nastepujgce relacje: P‘- HBn: P~ 1:0,905:0,816.

A zatem obwo6d szesciokata jest najmniejszy. W konsekwencji przy statej wyso-
kosci graniastostupa najmniejsza powierzchnie boczna ma graniastostup o podstawie
szesciokata foremnego. Jezeli wiec chcemy zbudowaé graniastostup o danej objetosci
i zuzyé na niego minimum materiatu, to musimy wybraé graniastostup o podstawie
szesciokata foremnego.

Nastepny stap ekonomicznej konstrukeji komoérki wyraza sie w tym, ze pszczola
zamiast denka ptaskiego buduje denko zlozone z trzech romboidalnych $cianek (od-
stepujemy obecnie od wyzej przyjetego dla uproszczenia zatozenia, ze denko grania-
stostupa jest plaskie), dzieki czemu zyskuje dodatkowa oszczednos$é na tworzywie
bez zmiany objetosci naczynia. Zanalizujmy dokladniej ten element konstrukeji.
W tym celu zetnijmy naroze graniastostupa plaszczyzng. przechodzaca przez ACK
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(rysunek). W ten sposob otrzymamy ostrostup ACKB, ktéry ustawiamy na reszcie gra-
niastostupa tak, aby B pokrywalo sie z O. Natomiast A i C pozostaja w tym sa-
mym miejscu, a K zajmie miejsce H. Jezeli podobnych cigeé dokonamy wzdtuz osi AE
i EC i poScinane ostrostupy ustawimy podobnie jak poprzedni, wéwczas otrzymamy
ostateczna postaé komoérki pszczelej. Takie ustawienie ostrostupéw jest mozliwe,
gdyz AC i OB jako przekatne rombu AOCB dzielg sie na potowy (stad OG=BG).
Dla dwéch pozostatych ostrostupéw rozwazania sg takie same. Nalezy zaznaczyé, ze
bez wzgledu na to, gdzie umiescimy punkt K (dotyczy to rowniez pozostatych ostro-
stupéw), objetos¢é bryly nie ulegnie zmianie, poniewaz utworzona zostala z danego
graniastostupa o ustalonej objetosci V. Nie jest za$ niezalezna od wyboru tego punktu
powierzchnia catkowita rozpatrywanej bryly (S, catkowite).

Nasuwa sie zatem pytanie, w ktérym miejscu nalezy dokonaé ciecia (okreslonego
przez odcinek BK = OH = x), przy ktorym bryla o objetosci V przyjmie minimalng
powierzchnig catkowita. Zadanie to mozna rozwigzaé za pomocg rachunku rézniczko-
wego, jesli tylko ustalimy zalezno§¢ powierzchni S, od x : S, = f(x). Latwo zauwazy¢,
ze calkowita powierzchnia bryly bez dolnej podstawy sktada sie z powierzchni 6 tra-
pezé6w (powierzchnia boczna) oraz z 3 rombéw (pow. gérna).

Jezeli bok szesciokgta foremnego oznaczymy przez r, wysoko$é za§ graniastostu-
pa przez h, (x = BK), to bez trudu obliczymy powierzchnie boczna Sp = 3r (2h—x).

i 3V3 r Vaxir?
Powierzchnia zas denka zlozonego z 3 rombéw wynosi Sq = L“/X_ﬁ

2
Wobec tego powierzchnia komérki bez denka przyjmie nastepujaca wartosé:

A e
o) . 8= (L:’LK—;‘_"-—*L+ 2h — x).

Z zataczonego rysunku widaé, ze od x beda zalezaly katy rombu AHCK. Wobec
tego zadanie wybrania odpowiedniego x, mozna zastgpi¢ zadaniem wyboru odpowied-
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nich, najekonomiczniejszych katow rombu. Jesli zatem x-owi przyporzadkujemy jeden
z katow rombu ASCK, np. ¢, i oprzemy sie na wzajemnych relacjach pomiedzy
elementami tego rombu oraz rombu AOCB otrzymamy:
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Podstawiajac x i 4x® + r2 z powyzszego wzoru do (1), po prostych przeksztalceniach
algebraicznych otrzymujemy

5 ¢ AT =
2 s =3r| a [83—7/3—tgZ) +2n].
(2) g of 2te ( ]/ gz) J

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy z (2) pochodna T;i_s, ktéra wynosi:
(L
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Przyr6wnujac ostatnie wyrazenie (3) do zera otrzymujemy roéwnanie:

/

a

/it a
2 — / —
(4) 3cos® ] 3i—tg? 5= 1 =0.

Rozwiazanie tego ro6wnania pozwala wyznaczyé katy
(5) ayje = £180° i ayy, = £109°28°,

dla ktoérych funkcja Sy przyjmuje wartosci extremalne. W warunkach fizycznych
interesuje nas bezwzgledna warto$é kata, ktéra sie rOwna 109°28’. Wynik l“llzl -
180° eliminujemy, poniewaz wtedy nie byloby rombu. Obliczajac druga pochodnag S,
wzgledem o i podstawiajac do niej wartosci (5), dochodzimy do wniosku, ze dla
ia] = 109° 28" pole powierzchni komérki S przyjmie warto$é najmniejsza.

Paryski astronom Maraldi (XVIII w.) zmierzyl katy rombéw i otrzymat mastepu-
jace wyniki: 109°28’ i 70°32’. Z kolei R. A. Reaumur zaproponowal matematykowi
Konigowi rozwigzanie interesujacego nas zadania, a mianowicie, jakie parametry
powinno mieé naroze, azeby mozna bylo otrzymaé minimum powierzchni przy za-
chowaniu tej samej pojemnosci. Korzystajae z rachunku rézniczkowego Konig wyka-
zal /1732 r.), ze romby takiego naroza powinny mie¢ katy o warto$ciach 109°26’
i 70° 34’. W cztery lata p6zniej Mac Laurin wykryt drobny biagd w obliczeniach Koni-
ga i podal poprawione wartosci owych katow: 109°28’ i 70°32’, a wiec takie war-
tosci, ktére odpowiadaja rzeczywistej budowie romboidalnej $cianki denka komorki
pszczelej.

W koncowym wniosku stwierdzamy, ze pszczoly buduja komérki na miéd z po-
dziwu godna ekonomig. Uzywajac do tego celu minimum materialu (tworzywa —
wosku) osiagaja maksymalng pojemnos$é komérek.





