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KILKA UWAG O ZASADZIE DWUWARTOSCIOWOSCI
I LOGIKACH WIELOWARTOSCIOWYCH

Nieraz mozna spotka¢ sie z pogladem, ze klasyczny rachunek zdan
jest oparty jedynie na zasadzie dwuwartosciowosci i ze wprowadzajac
funktory rachunku zdan rézne od funktorow w nim wystepujacych trze-
ba odrzuci¢ zasade dwuwartosciowosci przyjmujac, ze oprocz prawdy
i falszu istniejg inne wartosci logiczne.

I tak np. pisze sie, ze ,tukasiewicz pierwszy tez wykazal, ze dla
ugruntowania logiki modalnej, a wigec logiki, ktorej specyficznymi i pod-
stawowymi terminami sa zwroty ,konieczne jest, ze ...” i ,, mozliwe jest,
ze ...nieodzowne jest zalozenie, ze procz falszu i prawdy istniejg inne
wartosci logiczne” 1.

Zadaniem tego artykulu jest krytyczne rozpatrzenie tego stanowiska
i ustalenie, czy i w jakim sensie jest ono sluszne.

Watpliwosei co do stusznosci przedstawionego pogladu moga sie zro-
dzi¢, jesli zwrocimy uwage na nastepujace znane fakty. Na gruncie pew-
nych wielowartosciowych systemoéw rachunku zdan mozna wprowadzié
definicje funktoréw klasycznych. Wtedy klasyczny rachunek zdan jest
czeScig danego wielowartosciowego rachunku zdan wzbogaconego o od-
powiednie definicje. Dotyczy to nie tylko rachunkow wielowartoscio-
wych funkcjonalnie (definicyjnie) pelnych (tj. takich, w ktéorych mozna
zdefiniowa¢ wszystkie funktory danej logiki wielowartosciowej), lecz
rowniez rachunkéw funkcjonalnie niepelnych, np. wielowartosciowych
implikacyjno-negacyjnych rachunkéw zdan kukasiewicza. Modalny sy-
stem Scistej implikacji Lewisa, w ujeciu jego autora, zawiera jako czesc
wlasciwg klasyczny rachunek zdan. W poézniejszych ujeciach tego syste-
mu i innych wspodlczesnych systeméw modalnych nadbudowuje sie ra-
chunek modalny nad klasycznym rachunkiem zdan, a wiec przyjmuje sie
caly klasyczny rachunek zdan i dolgcza do niego dodatkowe aksjomaty,
w ktéorych wystepuja terminy modalne. W analogiczny sposéb buduje

1J. Stupecki. Jan Lukasiewicz. ,Wiadomosci Matematyczne” 15:1972 seria
I s. 73-78 (cytat ze s. 78).
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sie tez np. systemy temporalnych rachunkéw zdan i inne systemy ra-
chunkéw zdan zawierajace oprocz funktoréw klasycznych réwniez inne
tunktory.

Otoéz jesli uwaza sie, ze klasyczny rachunek zdan oparty jest jedy-
nie na zasadzie dwuwartosciowosci i ze dla wprowadzenia innych funk-
torow, np. modalnych, trzeba te zasade odrzuci¢, to staje sie niezrozu-
miatym, dlaczego mozna wprowadza¢ funktory nieklasyczne, np. modal-
ne, w systemach, ktoére zachowuja caly klasyczny dwuwartosciowy ra-
chunek zdan.

Proste rozwigzanie tej pozornej trudnosci uzyskujemy, gdy uswiado-
mimy sobie, ze klasyczny rachunek zdan oparty jest na dwoéch zaloze-
niach, mianowicie na zasadzie dwuwarto$ciowosci i na zalozeniu, ze
wszystkie funktory w nim wystepujgce sa funktorami prawdziwoscio-
wymi scharakteryzowanymi przez tabelki dwuwartosciowe, w ktorych
wartosci sg interpretowane semantycznie jako prawdziwosc¢ i falszywose.

Przyjmujac oba te zalozenia igcznie nie mozemy wprowadzi¢c w ta-
kim rachunku zdan innych funktoréw, réznych od klasycznych.

Wykraczajac poza klasyczny rachunek zdan, wprowadzajgc inne, nie-
klasyczne funktory, mozna odrzuci¢ badz zasade dwuwartosciowosci,
badz zalozenie, ze wszystkie funktory uzyskanego w ten sposéb rachun-
ku zdan sg scharakteryzowane przez tabelki dwuwartosciowe.

Lukasiewicz budujgc metodg matrycowg trojwartosciowy rachunek
zdan przyjmowal, ze oprocz prawdy i falszu istnieje trzecia warto$é¢ lo-
giczna, deklarujgc to swoje stanowisko jako odrzucenie zasady dwu-
wartosciowosci, oraz uogo6lnil pojecie funktora prawdziwosciowego na
funktory scharakteryzowane przez tabelki tréjwartosciowe, w ktérych
wartosci logiczne sa interpretowane semantycznie. Budujac jednak na-
stepnie og6lniej metodg matrycowsg systemy rachunku zdan skonczenie
i nieskonczenie wielowartosciowe nie interpretowal juz semantycznie
wartosci logicznych wprowadzanych w tych systemach.

Lewis budujac modalny system scistej implikacji metoda aksjoma-
tyczng zachowywal zasade dwuwartosciowosci, ale oprocz funktorow kla-
sycznych wprowadzal funktory modalne, ktére nie daja sie scharaktery-
zowat za pomocyg dwuwartosciowych tabelek matrycowych, wprowa-
dzat wiec funktory, ktére w tym sensie nie sa prawdziwosciowe. Po-
dobnie postepowali i postepuja inni logicy, ktorzy mad klasycznym ra-
chunkiem zdan nadbudowujg rézne rachunki zdan, np. modalne, tem-
poralne. Rozszerzaja oni klasyczny rachunek zdan wprowadzajgc funkto-
ry nie bedace funktorami prawdziwosciowymi scharakteryzowanymi
za pomocy tabelek dwuwartosciowych.

Dla lepszego zrozumienia postawionego problemu i znalezienia wtas-
ciwej odpowiedzi wystarczy uswiadomié¢ sobie, na czym polega we
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wspoélczesnym ujeciu matrycowa charakterystyka jakiego$ systemu ra-
chunku zdan. Pomocnym moze sie tez okaza¢ dokladniejsze przeanali-
zowanie toku mysli Lukasiewicza, ktory doprowadzil go do zbudowania
trojwartosciowego systemu rachunku zdan.

Ogoélnikowo mozna powiedzie¢, ze matrycowa charakterystyka syste-
mu rachunku zdan jest pewna charakterystyks algebraiczna tego syste-
mu.

Algebrg jest uklad uporzadkowany zlozony z danego zbioru elemen-
tow oraz z funkcji okreslonych na tym zbiorze, ktorych wartosci rowniez
nalezg do tego zbioru. Wsrod tych elementéw wyodrebniamy pewne
elementy, ktore nazywa sie wyroznionymi. Matryce otrzymujemy z alge-
bry uwzgledniajgc ponadto zbiér elementow wyrédznionych. Elementy
danego zbioru nazywa sie wartosciami matrycy, a elementy wyro6znione
— wartosciami wyréznionymi. Matryce nazywa sie n-wartosSciowsg, gdy
zbior jej elementéw jest n-elementowy. Dokonujac charakterystyki ma-
trycowej danego systemu rachunku zdan przyporzadkowujemy funkto-
rom w nim wystepujacym okreslone funkcje matrycy, scharakteryzowa-
ne zwykle za pomocg tzw. tabelek matrycowych (a niekiedy za pomo-
cg pewnych wzoréw). Je$li zmiennym zdaniowym danego wyrazenia
przyporzadkujemy okreslone wartosci matrycy, to — z uwagi na przy-
porzadkowanie funktorom w nim wystepujacym okreslonych funkeji
matrycy — wyrazeniu temu jest przyporzadkowana okreslona wartosé
matrycy. Tautologia danej matrycy jest wyrazenie, ktéoremu przy kaz-
dym przyporzgdkowaniu jego zmiennym zdaniowym wartosci matrycy
jest przyporzadkowana wartos¢ wyrozniona. Matryca jest adekwatna dla
danego systemu, gdy zbior tez tego systemu jest identyczny ze zbiorem
tautologii tej matrycy. System jest n-wartosciowy, gdy liczba n jest
najmniejszg takg liczbg, ze istnieje matryca n-wartosciowa .adekwatna
dla tego systemu.

Nalezy zaznaczyé¢, ze zgodnie z przedstawionym ujeciem charaktery-
styka matrycowa systemu jest taka jego charakterystyka algebraiczna,
przy ktorej wartosci matrycy nie muszg by¢ interpretowane semantycz-
nie. Nalezy tu jednak usung¢ pewne nieporozumienia zwigzane z tym
faktem, ze pewni autorzy okre$lajg pojecia spelniania wyrazen w ma-
trycy i tautologii matrycy jako semantyczne. Idziemy tu za okresleniem
terminu ,,semantyczny” podanym przez Tarskiego i — jak sadze — dos¢
powszechnie w logice przyjetym. W mysl tego okreSlenia terminy se-
mantyczne dotyczace wyrazen danego jezyka sg definiowalne tylko w ta-
kim metajezyku, ktéry oprécz mazw wyrazen tego jezyka zawiera row-
niez ich przeklady na metajezyk, a wiec w metajezyku wykraczajacym
poza syntakse danego jezyka. Pojecia speiniania w matrycy wyrazen da-
nego rachunku zdan oraz tautologii matrycy moga by¢ okreslone w me-
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tasystemie, w ktorym wystepuja tylko nazwy wyrazen tego rachunku,
a nie wystepujg ich przeklady na metajezyk. W metajezyku tym nie
muszg wystepowa¢ zmienne zdaniowe i przeklady wyrazen jezyka zbu-
dowanych z nich, gdyz rachunek zdan, ktoéry jest zakladany w meta-
jezyku, moze by¢ budowany metalogicznie, bez wprowadzenia zmien-
nych zdaniowych. Jest to zgodne z tym faktem historycznym, ze pojecia
matrycy, spelniania wyrazen w matrycy i tautologii matrycy zostaty
zdefiniowane wcze$niej od wprowadzenia poje¢ semantycznych w logice
wspoélczesnej.

W przypadku matrycy dwuwartosciowej latwo moze dojs¢ do pomie-
szania, gdyz nie tylko uzywa sie réwnobrzmigcych terminéw (moéwigc
np. o spelnianiu wyrazenia w matrycy i w modelu), ale réwniez wa-
runki matrycowego spelniania wyrazen tworzonych za pomoca funk-
toréw klasycznych pokrywaja sie w swoim brzmieniu z czescia induk-
cyjnej definicji spelniania w modelu wyrazen tworzonych za pomoca
takich funktoréw, a wiec moga by¢ interpretowane semantycznie.

Z przytoczonych tu powodéw uwazam wiec za stuszne stanowisko,
w mysl ktérego pojecia matrycy, spelniania wyrazen w matrycy i tauto-
logii matrycy sa pojeciami syntaktycznymi 2.

Dlatego tez mozemy mowi¢, ze wartosci matrycy moga by¢ wprowa-
dzane bez dodatkowej interpretacji semantycznej, co jest zgodne ze zna-
nymi faktami z historii logiki, gdyz — jak juz o tym wspominaliSmy —
w ten sposéb byly one na przyklad wprowadzane przez Lukasiewicza
w jego wielowartosciowych rachunkach zdan.

Budujgc wiec jakas metodg (matrycows, aksjomatyczng, zalozeniowa
lub jeszeze inna) system rachunku zdan, ktérego adekwatna matryca
o najmniejszej ilo$ci elementéw jest wiecej niz dwuwartosciowa, mozna
te charakterystyke matrycowa traktowaé¢ czysto formalnie, nie przyj-
mujac zadnej semantycznej interpretacji dla wartos$ci tej matrycy. Bu-
dowanie takiego systemu nie musi by¢ wiec zwigzane z odrzucaniem za-
sady dwuwarto$ciowosci, z przyjeciem, ze podzial zdan na prawdziwe
i falszywe nie jest zupelny.

Stosujac dany rachunek zdan przyporzadkowujemy jego zmiennym
zdaniowym pewng klase zdan (ktére podstawia sie za te zmienne). Otoz
nalezy zauwazy¢, ze opisana powyzej charakterystyka matrycowa sy-
stemu nie musi by¢ zwigzana z jakim$ przyporzadkowaniem wartosciom
matrycy okreslonych podklas klasy zdan, do ktérych stosujemy dany
rachunek (okreslonych wlasnosci tych zdan). A wiec warto$ci matrycy

2 Stanowisko takie podzielajg np.: C. G. Chang, H. J. Keisler. Model
Theory. Amsterdam 1973 (ktérzy np. pojecie tautologii zaliczajag do pojeé¢ syntak-
tycznych — zob. s. 16).
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nie muszg mie¢ zadnej interpretacji, w szczegdlnosci nie muszg miec
zadnej interpretacji semantycznej.

Mozna niekiedy ustali¢ takie przyporzadkowanie, taka interpretacje,
przy ktorej wartosciom matrycy mozna przyporzadkowa¢ semantyczne
wlasnosci zdan. Przy charakterystyce klasycznego rachunku zdan ele-
menty 1 i 0 algebry dwuelementowej moga by¢ interpretowane jako
semantyczne wilasnosci prawdziwosci i falszywosci. Budujac system troj-
wartosciowego rachunku zdan Lukasiewicz interpretowal wartosci swej
trojwartosciowej matrycy semantycznie, biorge pod uwage — jak na to
wskuzemy ponizej — inny, trdjczlonowy semantyczny podzial zdan
o przyszlych zdarzeniach. Jednakze jego ogolna charakterystyka logik
wielowartosciowych jest juz czysto formalna, nie zwigzana z zadng in-
terpretacjg wartosci matrycy.

Zdanie stwierdzajace, ze funktory danego systemu rachunku zdan
nie dajg sie scharakteryzowa¢ za pomocg tabelek dwuwartosciowych,
interpretujemy jako zdanie stwierdzajace, ze adekwatna matryca tego
systemu nie jest dwuwartosciowa.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika tylko, ze budujgc system ra-
chunku zdan zawierajacy funktory rézne od klasycznych, np. funktory
modalne, budujemy system rachunku zdan, dla ktérego nie istnieje ade-
kwatna matryca dwuwartoSciowa. Jednakze warto$ci ewentualnej ade-
kwatnej matrycy wiecej niz dwuwartosciowej tego systemu nie musza
by¢ interpretowane semantycznie. Budowa takiego systemu nie jest wiec
zwigzana z zalozeniem, ze oprécz prawdy i falszu istnieja inne wartosci
logiczne, jesli termin , warto$¢ logiczna” jest rozumiany jako termin se-
mantyczny, tak jak terminy ,,prawda”, ,falsz”.

Powyzsze uwagi podaja rozwigzanie problemu postawionego na po-
czatku tego artykulu. Uzupelnimy je jednak jeszcze rozwazajae, na
czym polegato faktycznie postepowanie Lukasiewicza przy budowie troj-
wartosciowego rachunku zdan. Nie dos¢ uwaznie odczytuje sie teksty,
w ktérych wyraza on swe intuicje zwigzane z budowag tego sy-
stemu 3. Rozpatrujac zdania o przysztych zdarzeniach moéwi on o zda-
niach prawdziwych dzisiaj, falszywych dzisiaj, oraz o takich,
ktore dzis$ nie sa ani prawdziwe, ani falszywe. Zdanie ,,Od dzi§ za
rok bede w Warszawie” jest d zi$ prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy
dzis istnieja fakty, ktére spowoduja zaistnienie stanu rzeczy opisywa-
nego przez to zdanie. Jest ono dzi§ falszywe wtedy i tylko wtedy, gdy
dzi§ istniejg fakty wykluczajace zaistnienie opisywanego stanu rzeczy.

3 Tok my$li Lukasiewicza, ktéory doprowadzil go do zbudowania logiki tréj-
warto$ciowej, przedstawiony jest w dwoch jego artykutach: O determiniZmie i Fi-
lozoficzne wuwagi o wielowarto$ciowych systemach rachunkw zdan. Zob. J. L u-
kasiewicz. Z zagadnien logiki i filozofii. Warszawa 1961 s, 114-126, 144 - 163.
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Ma trzecig wartos¢ logiczna, gdy dzi$ nie istnieja ani fakty pierwszego
rodzaju, ani fakty drugiego rodzaju.

Wiadomo, ze klasyczna koncepcja prawdy, sformulowana wspolczes-
nie w metalogice, nie dopuszcza mozliwosci uzupelniania terminow
»prawdziwy”, ,falszywy” okreSleniami czasowymi. A wiec wydaje sie,
ze Lukasiewicz nie wykazal, ze oprocz prawdy i falszu (w sensie kla-
sycznym) istnieje trzecia wartos¢ logiczna. Lecz, ze faktycznie oproécz
czy obok podzialu zdan na prawdziwe i falszywe wprowadzil podzial
zdan o przysziych zdarzeniach na zdania dzi§ prawdziwe, dzis falszywe
i zdania o trzeciej wartosci logicznej, ktoére dzis nie sq ani prawdziwe,
ani falszywe. Nie zwracajac dostatecznej uwagi na réznice miedzy wy-
razeniami ,,prawdziwy” i ,,dzi§ prawdziwy” i analogicznie miedzy wyra-
zeniami ,,falszywy” i ,,dzi$ falszywy”, ujal on swoje stanowisko jako od-
rzucenie zasady dwuwartosciowosci, jako odrzucenie zupelnosci podziatu
zdan ma prawdziwe i falszywe, cho¢ bylo to faktycznie wprowadzenie
innego podziatu zdan. W mys$l klasycznej koncepeji prawdy zdanie ,,0d
dzis za rok bede w Warszawie” jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy,
gdy od dzi$ za rok bede w Warszawie. Jest ono falszywe wtedy i tylko
wtedy, gdy od dzis za rok nie bede w Warszawie. Calkiem inne sa po-
dane przez Lukasiewicza warunki konieczne i wystarczajace na to, by
zdanie to bylo dzi$ prawdziwe lub d zi$ falszywe. Zdania, ktore w mysl
ustalenia Lukasiewicza majg trzecig warto$¢ logiczng, sa takze praw-
dziwe lub falszywe (w sensie klasycznym), cho¢ nie sg ani dzi$ praw-
dziwe, ani dzi$ falszywe. A wiec mamy tu do czynienia z innym po-
jeciem prawdziwosci i falszywosci, z innym podzialem zdan. Przyjecie
tego trojcztonowego podziatu zdan nie jest zwigzane z jakim$ odrzuce-
niem Kklasycznego podziatu zdan mna prawdziwe i falszywe, cho¢ pewna
semantyczna interpretacja tréjwartosciowej matrycy FEukasiewicza jest
zwigzana z tym trojezionowym podziatem.





