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K IL K A  UW AG O ZASADZIE DWUWARTOSCIOWOSCI 
I LOGIKACH  WIELOWARTOSCIOWYCH

Nieraz mozna spotkac si^ z poglqdem, ze klasyczny rachunek zdan 
jest oparty jedynie na zasadzie dwuwartosciowosci i ze wprowadzaj^c 
funktory rachunku zdan rozne od funktorow w  nim wyst^pujqcych trze- 
ba odrzucic zasad^ dwuwartosciowosci przyjmuj^c, ze oprocz prawdy 
i falszu istniejq inne wartosci logiczne.

I tak np. pisze si§, ze „Lukasiewicz pierwszy tez wykazal, ze dla 
ugruntowania logiki modalnej, a wi^c logiki, ktorej specyficznymi i pod- 
stawowymi terminami s^ zwroty „konieczne jest, ze . . i „mozliwe jest, 
ze . . .  nieodzowne jest zalozenie, ze procz falszu i prawdy istniejq inne 
wartosci logiczne” *.

Zadaniem tego artykulu jest krytyczne rozpatrzenie tego stanowiska 
i ustalenie, czy i w  jakim sensie jest ono sluszne.

Wqtpliwosci co do slusznosci przedstawionego poglqdu mog^ si§ zro- 
dzic, jesli zwrocimy uwags na nast^puj^ce znane fakty. Na gruncie pew- 
nych wielowartosciowych systemow rachunku zdan mozna wprowadzic 
definicje funktorow klasycznych. Wtedy klasyczny rachunek zdan jest 
czQsciq danego wielowartosciowego rachunku zdan wzbogaconego o od- 
powiednie definicje. Dotyczy to nie tylko rachunkow wielowartoscio­
wych funkcjonalnie (definicyjnie) pelnych i(tj. takich, w ktorych mozna 
zdefiniowac wszystkie funktory danej logiki wielowartosciowej), lecz 
rowniez rachunkow funkcjonalnie niepelnych, np. wielowartosciowych 
implikacyjno-negacyjnych rachunk6w zdan Lukasiewicza. Modalny sy­
stem scislej implikacji Lewisa, w  uj^ciu jego autora, zawiera jako cz^sc 
wlasciwq klasyczny rachunek zdan. W pozniejszych uj^ciach tego syste- 
mu i innych wspolczesnych systemow modalnych nadbudowuje sie; ra­
chunek modalny nad klasycznym rachunkiem zdan, a wi^c przyjmuje si  ̂
caly klasyczny rachunek zdan i dol^cza do niego dodatkowe aksjomaty, 
w  ktorych wyst^pujq terminy modalne. W analogiczny sposob buduje

1 J. S l u p e c k i i .  Jan L ukasiew icz. „W iadomosci M atem atycane” 15:19712 seria  
H s. 73 - 78 (cytait ze a  78).
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sic; tez np. systemy temporalnych rachunkow zdan i inne systemy ra­
chunkow zdan zawieraj^ce oprocz funktorow klasycznych rowniez inne 
funktory.

Otoz jesli uwaza si ,̂ ze klasyczny rachunek zdan oparty jest jedy- 
nie na zasadzie dwuwartosciowosci i ze dla wprowadzenia innych funk­
torow, np. modalnych, trzeba zasad^ odrzucic, to staje si^ niezrozu- 
mialym, dlaczego mozna wprowadzac funktory nieklasyczne, np. modal- 
ne, w  systemach, ktore zachowujq caly klasyczny dwuwartosciowy ra- 
chunek zdan.

Proste rozwiqzanie tej pozornej trudnosci uzyskujemy, gdy uswiado- 
mimy sobie, ze klasyczny rachunek zdan oparty jest na dwoch zaloze- 
niach, mianowicie na zasadzie dwuwartosciowosci i na zalozeniu, ze 
wszystkie funktory w nim wyst^puj^ce sq funktorami prawdziwoscio- 
wymi scharakteryzowanymi przez tabelki dwuwartoSciowe, w  ktorych 
wartosci sq interpretowane semantycznie jako prawdziwosc i falszywosc.

Przyjmujgc oba te zalozenia l^cznie nie mozemy wprowadzic w  ta- 
kim rachunku zdan innych funktorow, roznych od klasycznych.

Wykraczajqc poza klasyczny rachunek zdan, wprowadzajqc inne, nie­
klasyczne funktory, mozna odrzucic bqdz zasad^ dwuwartosciowosci, 
bqdz zalozenie, ze wszystkie funktory uzyskanego w ten sposob rachun­
ku zdan sq scharakteryzowane przez tabelki dwuwartosciowe.

Lukasiewicz buduj^c metodq matrycow^ trojwartosciowy rachunek 
zdan przyjmowal, ze oprocz prawdy i falszu istnieje trzecia wartosc lo- 
giczna, deklaruj^c to swoje stanowisko jako odrzucenie zasady dwu­
wartosciowosci, oraz uogolnil poj^cie funktora prawdziwosciowego na 
funktory scharakteryzowane przez tabelki trojwartosciowe, w  ktorych 
wartosci logiczne sq interpretowane semantycznie. Budujqc jednak na- 
st^pnie ogolniej metodq matrycowq systemy rachunku zdan skonczenie 
i nieskonczenie wielowartosciowe nie interpretowal juz semantycznie 
wartosci logicznych wprowadzanych w tych systemach.

Lewis buduj^c modalny system scislej implikacji metodg aksjoma- 
tycznq zachowywal zasady dwuwartosciowosci, ale oprocz funktorow kla­
sycznych wprowadzal funktory modalne, ktore nie daj^ siQ scharaktery- 
zowac za pomoc^ dwuwartoisciowych tabelek matrycowych, wprowa­
dzal wiQc funktory, ktore w  tym  sensie nie sq prawdziwosciowe. Po- 
dobnie post^powali i post^pu j§ in n i1 logicy, ktorzy nad klasycznym ra- 
chunkiem zdan nadbudowujg rozne rachunki zdan, np. modalne, tem- 
poralne. Rozszerzaj^ oni klasyczny rachunek zdan wprowadzaj^c funkto­
ry  nie b^d^ce funktorami prawdziwosciowymi scharakteryzowanymi 
za pomocq tabelek dwuwartosciowych.

Dla lepszego zrozumienia postawionego problemu i znalezienia wlas- 
ciwej odpowiedzi wystarczy uswiadomic sobie, na czym polega we
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wspolczesnym uj^ciu matrycowa charakterystyka jakiegos systemu ra- 
chunku zdan. Pomocnym moze si$ tez o'kazac dokladniejsze przeanali- 
zowanie toku mysli Lukasiewicza, ktory doprowadzil go do zbudowania 
trojwartosciowego systemu rachunku zdan.

Ogolnikowo mozna powiedziec, ze matrycowa charakterystyka syste­
mu rachunku zdan jest pewnq charakterystyka algebraicznq tego syste­
mu.

Algebr^ jest uklad uporzqdkowany zlozony z danego zbioru elemen­
tow oraz z funkcji okreslonych na tym zbiorze, ktorych wartosci rowniez 
nalezq do tego zbioru. Wsrod tych elementow wyodr^bniamy pewne 
elementy, ktore nazywa siQ wyroznionymi. Matrycy otrzymujemy z alge- 
bry uwzgl^dniaj^c ponadto zbior elementow wyroznionych. Elementy 
danego zbioru nazywa si§ wartosciami matrycy, a elementy wyroznione 
—  wartosciami wyroznionymi. Matrycy nazywa si§ n-wartosciow^; gdy 
zbior jej elementow jest n-elementowy. Dokonujqc charakterystyki ma- 
trycowej danego systemu rachunku zdan przyporz^dkowujemy funkto- 
rom w nim wyst^pujgcym okreslone funkcje matrycy, scharakteryzowa- 
ne zw ykle za pomocq tzw. tabelek matrycowych (a niekiedy za pomo- 
c$ pewnych wzorow). Jesli zmiennym zdaniowym danego wyrazenia 
przyporzqdkujemy okreslone wartosci matrycy, to —  z uwagi na przy- 
porzqdkowanie funktorom w nim wyst^puj^cym okreslonych funkcji 
m atrycy —  wyrazeniu temu jest przyporzqdkowana okreslona wartosc 
m atrycy. Tautology danej m atrycy jest wyrazenie, ktoremu przy kaz- 
dym przyporz^dkowaniu jego zmiennym zdaniowym wartosci matrycy 
jest przyporz^dkowana wartosc wyrozniona. Matryca jest adekwatna dla 
danego systemu, gdy. zbior tez tego systemu jest identyczny ze zbiorem 
tautologii tej matrycy. System jest n-wartosciowy, gdy liczba n jest 
najmniejszQ takq liczbq, ze istnieje matryca n-wartosciowa ^dekwatna 
dla tego systemu.

Nalezy zaznaczyc, ze zgodnie z przedstawionym uj^ciem charaktery­
styka m atrycowa systemu jest tak$ jego charakterystyka algebraicznq, 
przy ktorej wartosci m atrycy nie muszq bye interpretowane semantycz- 
nie. Nalezy tu jednak usunqc pewne nieporozumienia zwiqzane z tym 
faktem, ze pewni autorzy okreslajq poj^cia spelniania wyrazen w  ma­
trycy i tautologii m atrycy jako semantyczne. Idziemy tu za okresleniem 
terminu „semantyczny” podanym przez Tarskiego i —  jak s^dz  ̂ —  dose 
powszechnie w logice przyj^tym. W mysl tego okreslenia terminy se­
mantyczne dotyczqce wyrazen danego j^zyka sq definiowalne tylko w  ta- 
kim metaj^zyku, ktory oprocz nazw wyrazen tego j^zyka zawiera row­
niez ich przeklady na metaj^zyk, a wi^c vi metaj^zyku wykraczaj^cym 
poza syntaks^ danego j^zyka. Poj^cia spelniania w  m atrycy wyrazen da­
nego rachunku zdan oraz tautologii m atrycy mog3 bye okreslone w me-
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tasystemie, w  ktorym wyst^puj^ tylko nazwy wyrazen tego rachunku, 
a nie wyst^pujq ich przeklady na metaj^zyk. W metaj^zyku tym nie 
muszq wyst^powac zmienne zdanio)ve i przeklady wyrazen j^zyka zbu- 
dowanych z nich, gdyz rachunek zdan, ktory jest zakladany w meta- 
j^zyku, moze bye budowany metalogicznie, bez wprowadzenia zmien- 
nych zdaniowych. Jest to zgodne z tym faktem historycznym, ze poj^cia 
m atrycy, spelniania wyrazen w matrycy i tautologii matrycy zostaly 
zdefiniowane wczesniej od wprowadzenia poj^c semantycznych w logice 
wspolczesnej.

W przypadku matrycy dwuwartosciowej latwo moze dojsc do pomie- 
szania, gdyz nie tylko uzywa si  ̂ rownobrzmiqcych terminow (mowi^c 
np. o spelnianiu wyrazenia w  m atrycy i w  modelu), ale rowniez wa- 
runki matrycowego spelniania wyrazen tworzonych za potmoc  ̂ funk- 
torow klasycznych pokrywajq sis w swoim brzmieniu z cz^sciq induk- 
cyjnej definicji spelniania w modelu wyrazen tworzonych za pomoc^ 
takich funktorow, a wi§c mogq bye interpretowane semantycznie.

Z przytoczonych tu powodow uwazam wi^c za sluszne stanowisko, 
w  mysl kt6rego poj^cia matrycy, spelniania wyrazen w  m atrycy i tauto­
logii matrycy poj^ciami syntaktycznym i2.

Dlatego tez mozemy mowic, ze wartosci m atrycy mog^ by6 wprowa- 
dzane bez dodatkowej interpretacji semantycznej, co jest zgodne ze zna- 
nymi faktami z historii logiki, gdyz —  jak juz o tym wspominalismy —  
w ten sposob byly one na przyklad wprowadzane przez Lukasiewicza 
w  jego wielowartosciowych rachunkach zdan.

Buduj^c wiQC jak^s metodq (matrycow^, aksjomatycznq, zalozeniow^ 
lub jeszcze innq) system rachunku zdan, ktorego adekwatna matryca
0 najmniejszej ilosci elementow jest wi^cej niz dwuwartosciowa, mozna

charakterystyk^ matrycowa, traktowac czysto formalnie, nie przyj- 
muj^c zadnej semantycznej interpretacji dla wartosci tej matrycy. Bu- 
dowanie takiego systemu nie musi bye wi^c zwiqzane z odrzucaniem za- 
sady dwuwartosciowosci, z przyj^ciem, ze podzial zdan na prawdziwe
1 falszywe nie jest zupelny.

Stosuj^c dany rachunek zdan przyporz^dkowujemy jego zmienny m 
zdaniowym pewnq klasQ zdan (ktore podstawia si  ̂ za te zmienne). Otoz 
nalezy zauwazyc, ze opisana powyzej charakterystyka matrycowa sy­
stemu nie musi bye zwigzana z jakims przyporzqdkowaniem wartosciom 
matrycy okreslonych podklas klasy zdan, do ktorych stosujemy dany 
rachunek (okreslonych wlasnosci tych zdan). A  wi^c wartosci matrycy

2 Stanow isko takie podzielaja np.: C. G. C h a n g ,  H. J. K e i s l e r .  M odel 
Theory. Am sterdam  1973 (ktorzy np. poj^cie tautologii zaliczajq do poj^c syntak- 
tycznych — zob. s. 16).
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nie muszq miec zadnej interpretacji, w szczegolnosci nie musz^ miec 
zadnej interpretacji semantycznej.

Mozna niekiedy ustalic takie przyporzqdkowanie, tak^ interpretacji, 
przy ktorej wartosciom m atrycy mozna przyporzqdkowac semantyczne 
wtasnosci zdan. Przy charakterystyce klasycznego rachunku zdan ele- 
menty 1 i 0 algebry dwuelementowej mogq bye interpretowane jako 
semantyczne wlasnosci prawdziwosci i falszywosci. Budujqc system troj- 
wartosciowego rachunku zdan Lukasiewicz interpretowal wartosci swej 
trojwartosciowej m atrycy semantycznie, biorqc pod uwags —  jak na to 
wskuzemy ponizej —  inny, trojczlonowy semantyczny podzial zdan
o przyszlych zdarzeniach. Jednakze jego ogolna charakterystyka logik 
wielowartosciowych jest juz'czysto formalna, nie zwiqzana z zadnq in- 
terpretacj^ wartosci matrycy.

Zdanie stwierdzaj^ce, ze funktory danego systemu rachunku zdan 
nie dajq si$ scharakteryzowac za pomoc^ tabelek dwuwartosciowych, 
interpretujemy jako zdanie stwierdzaj^ce, ze adekwatna matryca tego 
systemu nie jest dwuwartosciowa.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika tylko, ze buduj^c system ra­
chunku zdan zawieraj^cy funktory rozne od klasycznych, np. funktory 
modalne, budujemy system rachunku zdan, dla ktorego nie istnieje ade­
kwatna matryca dwuwartosciowa. Jednakze wartosci ewentualnej ade- 
kwatnej m atrycy wi^cej niz dwuwartosciowej tego systemu nie musz^ 
bye interpretowane semantycznie. Budowa takiego systemu nie jest wi^o 
zwtqzana z zalozeniem, ze oprocz prawdy i falszu istniejq inne wartosci 
logiczne, jesli termin „wartosc logiczna” jest rozumiany jako termin se­
mantyczny, tak jak terminy „prawda” , „falsz” .

Powyzsze uwagi podajq rozwi^zanie problemu postawionego na po- 
czEjtku tego artykulu. Uzupelnimy je jednak jeszcze rozwazaj^c, na 
czym polegalo faktycznie post^powanie Lu'kasiewicza przy budowie troj- 
wartosCiowego rachunku zdan. Nie dose uwaznie odczytuje si§ teksty, 
w  kt6rych wyraza on swe intuicje zwiqzane z budowq tego sy­
stemu ®. Rozpatrujqc zdania o przyszlych zdarzeniach mowi on o zda- 
niach prawidziwych d z i s d a j ,  falszywych d z i s i a j ,  oraz o takich, 
ktore d z i s  nie s  ̂ ani prawdziwe, ani falszywe. Zdanie „Od dzis za 
rok b^d  ̂ w Warszawie” jest d z i s  prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy 
dzis istnieje fakty, ktore spowodujq zaistnienie stanu rzeczy opisywa- 
nego przez to zdanie. Jest ono d z i s  falszywe wtedy i tylko wtedy, gdy 
dzis istnieje fakty wykluczaj^ce zaistnienie opisywanego stanu rzeczy.

8 Tok mySli Lukasiewicza, ktory doprowadzii go do zbudowania logiki tr6j -  
wartoSciowej, przedstawiony jest w  dwoch jego airtykulach: O de term in iim ie  i  Fi- 
lozoficzne uw agi o w ielow artosc iow ych  system ach  rachunku zdan. Zob. J. L u -  

' k a s i e w i c z .  Z zagadnien  log ik i i filozofii. W arszawa i«61 s. 114-126, 144-163.
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Ma trzeciq wartosc logicznq, igdy dzis nie istnieje ani fa'kty pierwszego 
rodzaju, ani fakty drugiego rodzaju.

Wiadomo, ze klasyczna koncepcja prawdy, sformulowana wspolczes- 
nie w metalogice, nie dopuszcza mozliwosci uzupelniania terminow 
„prawdziwy” , „falszyw y” okresleniami czasowymi. A  wi^c wydaje si ,̂ 
ze Lukasiewicz nie wykazal, ze oprocz prawdy i falszu (w sensie kla- 
sycznym) istnieje trzecia wartosc logiczna. Lecz, ze faktycznie oprocz 
czy obok podzialu zdan na prawdziwe i faiszywe wprowadzil podzial 
zdan o przyszlych zdarzeniach na zdania dzis prawdziwe, dzis faiszywe 
i zdania o trzeciej wartosci logicznej, ktore dziis nie sq ani prawdziwe, 
ani faiszywe. Nie zwracaj^c dostatecznej uwagi na roznic^ mi^dzy w y- 
razeniami „prawdziwy” i „dzis prawdziwy” i analogicznie mi^dzy w yra- 
zeniami „falszyw y” i „dzis falszywy”, ujql on swoje stanowisko jako od- 
rzucenie zasady dwuwartosciowosci, jako odrzucenie zupelnosci podzialu 
zdan na prawdziwe i faiszywe, choc bylo to faktycznie wprowadzenie 
innego podzialu zdan. W mysl klasycznej konceipcji prawdy zdanie „Od 
dzis za rok b^d  ̂ w  Warszawie” jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, 
gdy od dzis za rok b^d  ̂ w Warszawie. Jest ono faiszywe wtedy i tylko 
wtedy, gdy od dzis za rok nie b^d  ̂ w  Warszawie. Calkiem inne sq po- 
dane przez Lukasiewicza warunki konieczne i wystarczaj^ce na to, by 
zdanie to bylo d z i s  prawdziwe lub d z i s  faiszywe. Zdania, ktore w mysl 
ustalenia Lukasiewicza majq trzeciq wartosc logicznq, takze praw­
dziwe lub faiszywe (w sensie klasycznym), choc nie sq ani d z i s  praw­
dziwe, ani d z i s  faiszywe. A  wi^c mamy tu do czynienia z innym po- 
j^eiem prawdziwosci i falszywosci, z innym podz'ialem zdan. Przyj^cie 
tego trojczlonowego podzialu zdan nie jest zwiqzane z jakims odrzuce- 
niem klasycznego podzialu zdan na prawdziwe i faiszywe, cho6 pewna 
semantyczna interpretacja tr6jwartosciowej m atrycy Lukasiewicza jest 
zwiqzana z tym tr6jczlonowym podzialem.




