STANISEAW KAMINSKI

O ILOSCIOWYM CHARAKTERZE PRZEDMIOTU MATEMATYKI

Sprawa determinacji przedmiotu matematyki nalezy do tzw. filozofii
matematyki. Rozwiazania proponowane w tej dziedzinie rzadko jednak bywaja
ogolnie przyjmowane. Moze do tej kontrowersyjnosci przyczynia si¢ réwniez
trudno$¢ wiasciwego polaczenia fachu matematyka i filozofa. Whrew pozorom
nie zdaje sie bowiem gwarantowac tu trafnosci i poprawnosci sformutowanych
pogladéw uprawianie, chocby tworcze, tylko jednej z tych dyscyplin. W kaz-
dym razie skrajnos¢ stanowisk zajmowanych w filozofii matematyki zdarza
sie czesto. Wigze sie to prawdopodobnie takze z dos¢ gwaltownymi prze-
mianami w sposobie uprawiania samej matematykil oraz zwyczajem uprasz-
czania tez?2.

Powyzszy stan rzeczy nie pozwala rozwigzywac¢ zagadnien z filozofii ma-
tematyki bez uprzedniego-ustalenia jej metodologicznego charakteru (zaré6wno
od strony genetycznej, jak i strukturalnej) oraz wskazania zakladanych
w niej uwarunkowan filozoficzno-epistemologicznych. To za§ wymaga dosé
obszernych wywodow. Ponizsze uwagi, zmierzajace do znalezienia odpowiedzi
na pytanie, czy przedmiot matematyki posiada charakter ilosciowy, beda
miaty posta¢ jedynie dociekania wstepnego, dyskusyjnego. W piSmiennictwie
polskim pojawito sie bowiem kilka wypowiedzi, ktére — jesli nie budza
zastrzezen, to moga stanowi¢ okazje do kontrowersji 3.

Najpierw sprawa sposobu charakteryzowania matematyki. Na pewno
,.przedmiotowe” ujecie nie jest dla okreslenia matematyki jedynym mozliwym
determinowaniem unifikujacym. Zamiast wskazywaé¢ jej przedmiot, mozna
np. okresli¢ zesp6l typowej dla niej problematyki lub wskaza¢ obszar jej
badan, czy wreszcie jej metode. Nie da sie jednak utrzymaé w calej roz-
ciaglosci twierdzenia, ze ,,dzi§ ucieka sie raczej od ujmowania matematyki
jako calosci z punktu widzenia jej przedmiotu” 4 W czasach nowozytnych
matematycy, a zwlaszcza zajmujacy sie tylko poszczegbélnymi dyscyplinami
matematycznymi, nie mieli zwyczaju dociekaé, co jest przedmiotem mate-
matyki w ogoéle. Wielotorowos¢ jej rozwoju, jej niejednolitos¢ oraz daleko
posunieta specjalizacja nie sprzyjalty takim ujeciom. Urok metody deduk-
cyjnej za$ sprawil, ze czesto poznanie matematyczne determinowano jedynie

1 Nie wolno zapominaé, ze obok wielokierunkowego rozwoju matematyki wy-
stepuja rozmaite préby jej unifikujgcej systematyzacji.

2S. F. Barker np. we wstepie do swej Philosophy of Mathematics (N. Y.
1964) uwaza za stosowne najpierw przestrzec czytelnika przed niektérymi obiego-
wymi twierdzeniami, ktére sa uproszczeniami.

P M. A. Krapiec, Struktura bytu, Lublin 1963, s. 198—200 i 202—204;
D. Gierulanka, Zagadnienie swoisto$ci poznania matematycznego, Warszawa
1962, s. 153—187 oraz M. Lubanski, Ilo§¢ a matematyka, ,,Roczniki Filozoficzne”,
12 (1964), z. 3, s. 87—91. ¢

4D Gierulanka, op. cit, s. 156.
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przy pomocy tej metody. Ostatnio jednak coraz jasniej dostrzega sie nie-
wystarczalno$¢ determinacji matematyki tylko za pomoca metody deduk-
cyjnej. Nierzadko pojawiaja sie tendencje do szukania unifikacji dziedzin
matematycznych w drodze zwigkszenia ich abstrakcyjnosci, odkrycia naj-
ogélniejszych poje¢ (i odpowiadajacych im struktur). Sprzyja temu i okazuje
to wiasciwe wykarzystanie metody dedukcyjnej (uzycza ona sposobéw bu-
dowania poje¢), teorii mnogosci (dostarczajacej najbardziej ogdlnych poje¢)
i algebry abstrakcyjnej (ktéora daje liczne zastosowania opracowanych wia-
snosci dziatan). Wzajemne 1gczenie sie i przenikanie dziedzin matematycznych
(np. analizy i topologii) wiaze sie wilasnie ze zdobywaniem bardzo abstrak-
cyjnych poje¢ (aspektéw) i wspolnych metod. A wreszcie nie jest pozbawione
typowosci okreslanie matematyki i poszczegélnych dyscyplin przez wskazanie
ich tzw. dziedziny 5.

Jesli chodzi o filozofow matematykl, tc omawiana sprawa przedstawia
sie bardzo zr6znicowanie. Epistemologiczna koncepcja matematyki pociaga
za soba takie lub inne stanowisko co do jej przedmiotu. Neopozytywisci
(nominalizm i formalizm) nie uwazaja, zeby dyscypliny formalne mialy
w ogéle jakikolwiek swo6]j przedmiot. Stanowig one uklady bezprzedmiotowych
i beztresciowych tautologii, ktére stuza naukom empirycznym jako zdania
pomocnicze (Wittgenstein, Carnap). Natomiast skrajni realisci epistemolo-
giczni radykalnie ,,uprzedmiotowiaja” matematyke. Obiektem jej maja byé¢
badz byty idealne (tak np. Bolzano, Husserl), badz roéznego rodzaju kon-
strukcje myslowe i ich relacje (np. wedlug Brouwera). Trzecia grupa, realisci
umiarkowani (np. zwolennicy filozofii marksistowskiej), starajac sie zachowac
potoczny realizm poznawezy, nie widza zadnej zasadniczej réznicy w typie
przedmiotéw nauk realnych i formalnych. Te drugie dotycza tej samej
rzeczywistosci co i pierwsze, tylko ujmuja ja w bardzo ogdélnym i swoistym
aspekcie 6.

Trudno powiedzie¢, zeby skrajni formalisci byli najbardziej liczni wsréd
przedstawicieli najnowszej filozofii matematyki.

Osobno warto podkresli¢ réowniez i to, ze inna jest sprawa, czy dzi$
determinuje sie matematyke raczej przez wskazanie jej przedmiotu, a inna —
czy punktem wyjscia w budowaniu teorii matematycznej bywa najpierw dany
jej przedmiot. Matematycy, ktorzy uwazaja np., iz dopiero uklad aksjomatow
wyznacza przedmiot teorii matematycznej, przez to samo jeszcze nie przecza
temu, ze ,przedmiotowe” okreslenie juz skonstruowanej teorii jest mozliwe.
Podobnie ten, kto uwaza, ze matematyka zajmuje sie nie przedmiotami-rze-
czami, ale niesamodzielnymi aspektami czy momentami (np. w pewien spos6b
pojetymi zbiorami), nie twierdzi tym samym, ze nie da sie jej uja¢ przed-
miotowo, tzn. zdeterminowaé¢ dostatecznie przez wskazanie jej przedmiotu 7.

Przejdzmy teraz do gléwnego problemu, czy przedmiotem wspdiczesnych
dyscyplin matematycznych jest ,czysta ilos¢”, czy tez ,wykraczaja one poza
ramy kategorii iloSci”. Pierwsza supozycja jest tradycyjna. Wywodzi sie
z pogladu, iz quantitas discreta (moéwiac bardziej ogélnie i nowoczesnie —

5 Por. A. Grzegorczyk, Zarys logiki matematycznej, Warszawa 1961, s. 9.

6 Istnieje wiele odmian tych gléwnych stanowisk. Np. formalista, H. B. Curry
zdaje sie umieszcza¢ przedmiot matematyki w dziedzinie posredniej miedzy ta,
ktora wskazuja formaliSci oraz skrajni realiSci. Natomiast poglad, ze przedmiotem
matematyki jest byt intencjonalny, mieSci sie chyba miedzy drugim a trzecim
stanowiskiem gléwnym.

T Por. D. Gierulanka, op. cit, s. 157—159.
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mnogo$¢é, wyrazajac sie za$ tradycyjnie i ciasniej — liczba) lub quantitas
continua (analogicznie: przestrzen, figura geometryczna) stanowi obiekt po-
znania matematycznego. Za druga ma przemawiac¢ to, ze wspoélczesna mate-
matyka ,,operuje przeciez pojeciami nieiloSciowymi takze oraz bada przed-
mioty, o ktérych charakterze ilosciowym trudno jest orzec”. Zakladajac mia-
nowicie, iz przedmiotem badan matematycznych jest zbior® funkecja, monoid
itd., da sie okaza¢, ze wymienione przykladowo ,byty” nie posiadaja cha-
rakteru ilosciowego 8.

Niewatpliwie powiedzenie, iz przedmiotem wspolczesne] matematyki jest
quantitas, wymaga dopelniajacej eksplikacji. Z ilosScig jako wlasnoscia abso-
lutng wigzg sie bowiem kwantytatywne wiasnosci wzgledne, stosunki ilosciowe .
i rzeczywiScie ogolnie pojete relacje kwantytatywne staty sie dzi§ w wigkszym
stopniu przedmiotem matematycznych teorii niz sama ilo$é (liczba). Krag
stosunkéw ilosciowych (i szczegbélnej ich postaci — form przestrzennych)
badanych przez matematyke ogromnie sie rozszerzyl. Ale wszystko to miesci
sie w kategorii ilosci (jako mnogosci, zbiorze). Zreszta od strony formalnej
wykazano, ze zbior (klasa) oraz relacja sa wzajem sprowadzalne (definio-
walne) 10,

Okazywanie zatem, ze takie pojecia, jak funkcja, monoid, zbioér czesciowo;
uporzadkowany, nie maja charakteru ilosciowego, jest co najmniej nieporo-
zumieniem (plynacym z nieprecyzyjnego postugiwania sie terminami). Nie
determinujgc uprzednio w zaden sposob sensu terminow: jakosciowy, iloSciowy,
trudno rozstrzyga¢ o jakosciowym lub iloSciowym charakterze zbioru czy
relacji. Tym bardziej, jesli nadaje sie temu drugiemu terminowi znaczenie
zawezone w stosunku do obiegowego 1. Trzeba bowiem bardzo ciasno ro-
zumie¢ wyraz ilos¢, zeby twierdzi¢, iz np. zbiér nie ma charakteru iloscio-
wego, gdy uzyty jest w formalnej teorii matematycznej.

Ponadto, jesli okresli sie funkcje jako ,,fakt przyporzadkowania elementom
jednego zbioru elementéw drugiego zbioru”, to chyba przy psychologistycznej
interpretacji, ze funkcja jest faktem psychicznym (operacja myslowa przy-
porzadkowania) da sie powiedzie¢, iz pojecie funkcji jest pojeciem ,nie-
iloSciowym”. Skoro za$ desygnatem terminu funkcja jest stosunek iloSciowy
(relacja jednoznaczna), to rowniez pojecie funkeji posiada charakter ilosciowy.
Podobnie ma sie rzecz z pojeciem monoidu. Zachodzi podejrzenie, ze kryty-
kowany tu Autor widzi zrédlo nieiloSciowego charakteru pojeé matematyki
w ich redukowalnosci do pewnych pojeé¢ logicznych. Byloby to niestuszne
o tyle, ze te ostatnie pojecia majg wylacznie zakresowy charakter.

Zreszta, jak mozna rozumie¢ termin oznaczajacy relacje miedzy elemen-
tami zbioru albo wlasno$é zbioru, zeby powiedzie¢, iz nie jest tu istotna
»strona iloSciowa’” oraz ze trudno jest tutaj dopatrze¢ sie charakteru ilo$cio-
wego? Moze w wypowiedzi: widzimy wyraznie ,nieiloSciowy” charakter
pojecia zbioru czesciowo uporzadkowanego, chodzi o to, iz w definicji zbioru
czeSciowo uporzadkowanego brak stow: liczba, ilo§¢? A moze intencja Autora
bylo tu jedynie zasygnalizowanie tego, ze w ilosciowe]j relacji zachodza
rowniez jakosciowe stosunki oraz dajace sie uja¢ kwalitatywnie stany?

8 ML, Lubanski,' 1. ¢, s. 87

9 Moéwi o tym M. A. Krapiec, op. cit, s. 199.

10 Zob. C. Kuratowski, Sur la notion de 'ordre dans la théorie des en-
sembles, ,,Fund. Math.”, 2 (1921) 161—171 oraz W. V. Quine, On Relations as
Coexitensive with Classes, ,Journal of Symbolic Logic”, 11 (1946) 71 n.

11 Tak za$§ zdaje sig postepowaé M. Lubanski, 1 c., s. 88.
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W' pierwszym przypadku zachodziloby nieporozumienie co do charakteru
Jezyka matematyki, a w drugim — co do determinacji jej przedmiotu formal-
nego. Mozliwe jest bowiem wystowienie pewnych twierdzen matematycznych
pPrzy pomocy zwrotow nie zawierajacych stow: ilo$é i liczba, ale posiadajacych
mimo to znaczenie ,kwantytatywne” i przez nie dotyczacych ilosciowych
aspektow (struktury).

Druga ewentualno$¢ zapoznaje wazne, choé¢ tradycyjne, rozréznienie w po-
znaniu jego przedmiotu materialnego i formalnego. Matematyka dotyczy,
ontycznie sie wyrazajac, czego$, co — jako przedmiot materialny — posiada
obok aspektow kwantytatywnych rowniez kwalitatywne. Atoli przedmiotem
formalnym (wlasciwym katem patrzenia na przedmiot materialny) matema-
tyki sa wilasnie jedynie aspekty zakresowe, czyli iloSciowe. Stad ,dla bytow
ilosciowych znamy wiele twierdzen typu nieilosciowego” 12, ale te twierdzenia
jako takie nie naleza juz do matematyki jako dyscypliny formalnej. W niej
bowiem wilasnosci zbioréw ujmowane sa tylko poprzez elementy zbioréow
i zachodzace miedzy nimi stosunki kwantytatywne. Relacje ilosciowe cha-
rakteryzuje w przeciwienstwie do jakosciowych wiasnie ich obojetny sto-
sunek do natury taczonych elementéow (ich tresciowego uposazenia). A przeciez
wspolczesna matematyka podkresla jak najmocniej, ze abstrahuje od natury
elementoéw, wymagajac jedynie, aby spelnialty one relacje formalne zdeter-
minowane przez uklad zalozen teorii (aksjomatéw i wstepnych definicji) 13.

Przy takich ustaleniach bardzo dziwnie brzmi fwypowiedz, ze wprawdzie
tzw. twierdzenie Jordana odnosi sie do kategorii iloSci, ale ,,samo w sobie jest
ono czysto jakosciowe. Nie ma ono charakteru ilosciowego, mierzalnego” 14,
Dlaczego ,twierdzenia matematyki, cho¢by orzekaly co$ o iloSci, nie musza
nosi¢ charakteru mierzalnego, iloSciowego?” Czy znaczy to, ze moga byé¢
takze interpretowane jakosciowo? Jesli tak, to postepuje sie w ten sposéb
juz nie w matematyce czystej (dyscyplinie formalnej), lecz w jej aplikacjach
empiryeznych. Terminy: zbiér, mnogosé, relacja, tak jak wystepuja we wsp6i-
czesne]j matematyce, oznaczaja iloSciowe aspekty (momenty) czegos. Moga
by¢ jednak interpretowane kwalitatywnie w pewnych formulach, gdy przy-
porzadkuje sie¢ im odpowiednio ,,jakosci”’ speiniajace formalne warunki wy-
razone w wyraznych lub uwiklanych definicjach tych terminéow.

Dla teorii matematycznych znajduje sie modele nieilosciowe. Byty stano-
wigce takie modele nie musza posiada¢ cech ilosci, ale od tej ,,strony”, w tym
aspekcie nie sa tzw. dziedzina zadne]j teorii matematycznej. Badane przez
matematyke stosunki zawsze sa bowiem stosunkami iloSciowymi. Skoro
jednak w jakiej$ dziedzinie matematyki obok stosunkéw ilosciowych, ktére
uzyskaly juz ujecie standardowe i zostaly podporzadkowane okreslonym re-
gulom rachunkowym, zachodzi potrzeba wprowadzenia do rozwazan zupelnie
nowych stron badanych przedmiotéw, to czasem mowi sig, iz przechodzi sie
od rozwazan ilosciowych do jakosciowych. Tak np. w teorii rownan réznicz-
kowych do dziedziny metod jakosciowych nalezg metody badania globalnego
zachowania sie krzywych catkowych, nie wymagajgce efektywnego calko-
wania samych rownan rézniczkowych, lecz oparte na ogélnych rozwazaniach
topologicznych. Jednakze same te metody topologiczne w ich pelnym rozwoju

12 Tamze, s. 90.

13 por. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogo$ci i topologii, Warszawa
1962, poczatkowe zdania wstepu.

14 M, Lubanski, 1. e, s. 89.

9 — Roczniki Filozoficzne
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podlegaja okreslonemu algorytmowi sprowadzajacemu zagadnienie do obli-
czania pewnych charakterystyk liczbowych (stopien odwzorowania itp.), co
juz wyraznie wskazuje na iloSciowy charakter tych nowych stosunkéw 1°.
Jakosciowa przeto moze by¢ co najwyzej geneza poje¢ lub metod matema-
tycznych oraz pozamatematyczna interpretacja teorii matematycznych. Tak
przynajmniej przedstawia sie sprawa przy obiegowym, intuicyjnym rozu-
mieniu terminéw: ilos¢ i jakosc.

5 Por. A. N. Kolmogorow, O matematyce, Warszawa 1955, s. 72.





